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APRESENTAQAO A 1 a EDIQAO 


a ititillvngJto 

A ends ano as Olimpiadas de Matematica vem se popularizando mais e mais em nosso 
, , . No micio das competes nacionais no Brasil, em 1979, poucos eram os alunos que 
,i | llWnm da competigao. Entretanto, mas recentemente, a quantidade de alunos inscritos 
,, Ilivnrsas Olimpiadas de matematica aplicadas (desde estato nacionais e 
loniiis) em nosso territorio tem alcangado numeros impressionantes. Em 2011 mais de 
. ><iil alunos participaram da Olimpiada Brasileira de Matematica OBM) compel igaode 
.... iio nocional mais antiga do Brasil, aberta a todos os alunos matnculados' esde a 6 |® rl ® 
l Fundamental ate o nivel superior (graduagao). Se obse ™ arr "°| a OBMEP 

....In Brasileira de Matematica das Escolas Pubhcas - cnada em 2005 

... os numeros sao ainda mais impactantes. Em 2012 foram inscritos mais de 20 m 

,j t . Muludantes, de um total de mais de 46 mil escolas. 

Os numeros mostram que ja e possivel identificar uma culture da Olimpiada de 
.. iimnnlica no Brasil. Ate pouco tempo atras a grande maiona dos alunos brasileiros 

. dizer o que e uma Olimpiada de matematica, porem hoje este quadro mudou e a 

„ maioria ja sabe quais sao as principals caracteristicas de uma Olimpiada de 

Milnmilitica Apesar - disso, e muito pequena a quantidade de livros especificos sobre 
. imu>i.>clas de matematica em lingua portuguesa. Existem excelentes livros sobr ® ° 

..n. KI08 no mundo todo e usados por alunos que desejam se preparar para compe .goes 

... dos mais diversos niveis, mas a grande maioria esentos em ingles. E evidente 

() con teudo padrao de qualquer prova de Olimpiada nao difere muito do que e trabalhado 
’ „.; c oS entretanto os alunos que participam ha algum tempo deste tipo de competigao 
,l,„ m que determinados topicos sao mais cobrados e tambem que as questoes tipicas de 
..ad a de matematica acabam por exigir do aluno uma criatividade 

,i,, vestibular Assim alunos que se interessam por Olimpiadas de matematica, em gerai, 

.. de um material que permita aprofundar seus estudos em determinados juntos, 

i„ m como geometria plana, teoria dos numeros, algebra e combinatona. R ® cent ®'T® n '®’ - 
mum cerimonia de premiagao da OBMEP, foi entregue a alunos premiados uma versao 
imdiizida para o portugues de um famoso livro russo de preparagao para oli mP'^a s de 
niiilomatica. Isso comprova que precisamos de mais titulos em portugues sobre este tema. 

Desta necessidade surgiu a ideia de escrever a colegao "Tecnicas em Olimpiadas de 
Mntomatica” O objetivo claro e declarado desta colegao e suprir esta imensa carencia 
livros em lingua portuguesa especificos sobre Olimpiada de matematica_0 autor deste livro 
Uiriona aulas de Olimpiadas de matematica para os alunos da cidade de Belem desde 2000 e 
n.„n obra e basicamente, uma compilagao do material usado em sala d. m *> ^es an os 
i< k los de experiencia. Soma-se a isso tambem o fato do autor ser coordenador regional da 
i HIM em Belem desde 2000, tendo aplicado e corrigido as provas da OBM ao longo de to os 
,,, los anos e de ter participado em 2002 da banca corretora da XIII Olimpiada de Matematica 

.I,', Cone Sul, realizada em Fortaleza. O autor tambem tem a hon ^ ‘ e . r ^ 

pouco para a premiagao de diversos alunos paraenses na Olimpiada Brasileira de 

Matematica. 

no 


Esoera-se que todos os volumes desta colegao sejam bastante uteis 
iiprofundamento dos estudos dos alunos que estejam se preparando para participar de 
qualquer competigao de matematica, seja em ambito regional, nacional ou internacional. 






Assuntos 


As questoes propostas nas provas de Olimpiadas de Matematicas podem ser 
agrupadas em 4 grandes areas da Matematica, a saber: Combinatoria, Geometria, Teoria dos 
Numeros e Algebra. Dependendo do tipo de Olimpiada (regional, nacional ou internacional), o 
percentual de questoes de cada uma destas areas pode variar de maneira consideravel. 
Abaixo o leitor pode verificar um levantamento feito pelo proprio autor deste livro, sobre os 
percentuais da divisao de questoes por assuntos em tres competigoes com distintas 
abrangencias, sendo uma regional (Olimpiada Paraense de Matematica, aplicada desde 
2000), uma nacional (Olimpiada Brasileira de Matematica, aplicada desde 1979) e uma 
internacional (Olimpiada Internacional de Matematica, aplicada desde 1959). O estudofoi feito 
levando em consideragao suas fases finais e apenas o nivel de alunos do Ensino Medio. 



Combinatoria 

Geometria 

Teoria dos 
Numeros 

Algebra 

Olimpiada Paraense de 

Matematica, 2000 a 
2012 

30,8% 

24,6% 

24,6% 

20,0% 

Olimpiada Brasileira de 

Matematica, 1979 a 
2012 

27,5% 

29,6% 

24,3% 

18,5% 

Olimpiada Internacional 
de Matematica, 1959 a 
2013 

17,5% 

33,4% 

21,2% 

27,9% 


O estudo realizado pelo autor deste livro nao possui nenhuma intengao de ser 
definitivo, ate porque das competigoes citadas no estudo, Marcelo Rufino de Oliveira tern 
participagao direta apenas na Olimpiada Paraense de Matematica. Alem disso, deve-se levar 
em consideragao que diversas questoes cobram conceitos de mais de uma area, em particular 
pode-se identificar uma grande quantidade de casos em que uma mesma questao de 
olimpiada de matematica que exige conhecimento de algebra e teoria dos numeros. Assim, se 
outro matematico executar o mesmo levantamento e natural que encontre outros valores 
percentuais sensivelmente diferentes dos listados na tabela. 

Observando a tabela e notorio que Olimpiadas com abrangencia regional procurem 
exigir do aluno mais criatividade e menos conhecimento tecnico, enquanto que em Olimpiadas 
internacionais a quantidade de questoes de raciocinio 6 reduzida, sendo o peso de geometria 
e algebra bem maior (mais de 60%). Na verdade, estes resultados podem ser considerados 
esperados, uma vez que nao ha como exigir de alunos de uma regiao de um pais um total 
dominio dos teoremas mais aprofundados de geometria e teoria dos numeros. Por outro lado, 
se espera que um aluno participante das ultimas fases de uma olimpiada nacional ou 
internacional possua bem mais familiaridade com estes teoremas e tenha mais facilidade em 
desenvolver os algebrismos exigidos nestas competigoes. 

E tambem necessario destacar que desde as primeiras provas de Olimpiadas de 
matematica, na Hungria no final do seculo IXX, os assuntos que sao mais cobrados neste tipo 
de competigao pouco mudaram. Topicos como matrizes, geometria analitica, numeros 
complexos, trigonometria ou logaritmo sao rarissimos em Olimpiadas de matematica. 


i Mganizagao da colegao 

“Tecnicas em Olimpiadas de Matematica” e uma colegao de 4 volumes, todos voltados 
I na a resolugao de problemas de Olimpiadas de matematica: 

Volume 1: Combinatoria 

Volume 2: Teoria dos Numeros 

Volume 3: Algebra 

Volume 4: Geometria Plana 

Este volume contem os topicos mais relevantes da area de Algebra, sendo dividido em 
1/ capitulos. Os primeiros 6 capitulos possuem basicamente a mesma estrutura. Inicialmente 
«» npresentada, na opiniao do autor do livro, a aplicagao e relevancia daquele assunto dentro 
<ln universo das questoes de Olimpiadas de matematica. Depois ha um resumo teorico, 

, mtando com as definigoes mais relevantes e os principals teoremas de cada tema. Em 

• iHjuida sao apresentadas as solugoes de alguns exercicios de Olimpiadas de matematica. As 
i|uostoes propostas sao separadas em duas categorias, parte A e parte B, aproximadamente 
i om o mesmo numero de questoes. Nos capitulos de 7 a 12 todas as questoes da parte A 

• vilao resolvidas, enquanto que as questoes da parte B possuem apenas a resposta e/ou a 
dica necessaria para sua resolugao. Somente neste volume existem 443 questoes de 
ulimpiadas de matematica, sendo 268 totalmente resolvidas e outras 175 com dicas de 
nolugao e/ou respostas. . 

Este sistema de dicas foi adotado para a parte B a fim que o leitor tente resolver as 
< |ilestoes e nao fique apenas lendo as resolugoes. As quantidades de questoes propostas em 
rnda capitulo sao proporcionais as frequences com que aparecem em provas de Olimpiadas 
do matematica. Por exemplo, neste volume ha mais questoes propostas de desigualdades 
<iue de sequencias, uma vez que o primeiro assunto e mais recorrente que o segundo. 


Como utilizar melhor este livro 

Este livro sera mais bem aproveitado se o leitor tentar resolver, mesmo que isto demore 
algum tempo, os exercicios propostos antes de ler a solugao ou possiveis dicas. Livros com 
questoes resolvidas acabam iludindo os leitores que nao tentam resolver os problemas 
propostos por eles ja virem acompanhados das respectivas solugoes. Em geral, a simples 
loitura da solugao de uma questao, sem a previa tentativa de resolugao, nao representa algo 
significative para o leitor e os principal detalhes da solugao acabam por cair no 
osquecimento. 

Professores tambem podem utilizar este livro em suas aulas de Olimpiadas de 
matematica, haja vista que este material foi todo desenvolvido a partir de notas de aula de 
olimpiadas de matematica do proprio autor. 


O autor 
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_ Tecnicas em Minima das tie Matematica - OaeracoesAlgeUrlcas 

OPERATES ALGEBRICAS 

I .X. EELEVANCIA E APLICACAO 

Base de todo o estudo da algebra, e dificil encontrar uma prova de 
olimpiada de matematica que, se nao cobrado diretamente numa questao 
de algebra, nao possua pelo menos uma questao que exija conhecimento 
sobre fatoraqao ou produtos notaveis. 

E muito comum aparecer em provas de olimpiadas de matematica 
de ensino fundamental questoes sobre fatoraqocs e produtos notaveis. 
Nas provas de ensino medio e mais comum encontrar estes conceitos 
scndo cobrados em questoes de teoria dos numeros, funqoes, polinomios 
ou somatorios. 

1.2. RESUMO TEORICO 

Produtos Notaveis: 

(x + y) 2 = x 2 + 2 xy.+ y 2 

(x - y) 2 = x 2 - 2xy + y 2 

(x + y)3 = x3 + 3x 2 y + 3xy 2 + y3 

(x - y)3 = xs - 3x 2 y + 3xy 2 - ys 

(x + y)(x - y) = x 2 - y 2 

(x + y)4 = x4 + 4x3y + 6x 2 y 2 + 4 xy 3 + y4 

(x - y)4 = x4 - 4x3y + 6x 2 y 2 - 4xy3 + y4 

(x + y)5 = xs + 5x4y + lox’y 2 + iox 2 y3 + 5xy4 + y5 

(x - y)5 = xs - 5x4y + I0x3y 2 - iox 2 y3 + 5xy4 - y5 


I'atoraqoes: 

x 2 - y 2 = (x - y)(x + y) 

X 3 - y3 = ( x - y)(x 2 + xy + y 2 ) 

X 3 + y3 = (x + y)(x 2 - xy + y 2 ) 

x4 - y4 = (x + y)(x3 - x 2 y + xy 2 - y3) 

x4 - y4 = (x - y)(x3 + x 2 y 4- xy 2 + y 3 ) 

X 5 + ys = (x + y)(x4 - x3y + x 2 y 2 - xy3 + y4) 

xs - ys = (x - y)(x4 + x3y 4- x 2 y 2 4- xy 3 4- y4) 

x 6 - y6 = (x - y)(xs 4- x4y 4- x 3 y 2 4 - x 2 y3 4 - xy 4 4- y5) 

x 6 - y 6 = (x + y)(xs - x4y 4- x 3 y 2 - x 2 y 3 4- xy 4 - ys) 


Generalizando: __ 

x" -y" = (x-y)(x""'4-x"" 2 y 4-x"" 3 y 2 4-...4-x 2 y"" 3 4-xy" 2 4-y n " l ),V n e N*; 
x" — y" = (x 4- y)(x" _l — x"" 2 y 4-x" 3 y 2 —... — x 2 y n " 3 4-xy n 2 — y 11 " 1 ), com n par; 
x n 4 - y" = (x 4- y)(x'” 1 - x n_2 y 4- x n ‘ 3 y 2 -... 4- x : y"' 3 - xy"‘ 2 + y"" 1 ), com n nripar 
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Tecoicasem Olimpiadas deMatematica- QperacdesiUgebricas 

Rela^o es de Newton 

Sejam Xi, x 2 , ..., x n as raizes da equagao x n + aix n - 1 + a 2 x n - 2 + a 3 x n - 3 + 
a 4 x n ~4 + ... + a n -ix + a n = o. Pelas relagoes de Girard sabe-se que: 

Xi + x 2 + ... + x n = - ai 

XiX 2 + X1X3 + ... + X n - iXn = a 2 

XiX 2 X 3 + X1X2X4 + ... + Xn- 2 Xn-iXn = - a 3 

XiX 2 ...Xn = (- i) n a n 

Agora sera desenvolvida uma tecnica para o calculo de 
S k = x^ +x 2 + ... + xJ; f k g IN*, ou seja, a soma das k-esimas potencias das 
raizes de uma equagao algebrica. 

Para k = 1 a soma se reduz a primeira relagao de Girard: 

Si = Xi + x 2 + ... + x n = - at => Si + ai = 0 

Na determinagao de S 2 pode-se fazer o seguinte: 

(x t +... + X J 2 = Xf +... + X* + 2(x,x 2 +... + X^X,,) => 
a* = S 2 + 2a 2 ou S 2 + aiSi + 2a 2 = o 

S 3 pode ser obtido observando as seguintes expressoes: 

(Xj +... + x n )(x 2 +... + X 2 ) = (x? +... + xl ) + (XjX 2 + ... + X n x 2 -,) 
x i X 2 + ... + X„X^_j = Cx,x 2 +... + X n _ 1 X n )(x i +... + X„ ) - 3 (XjX 2 X 3 +... + x n _ a x n .,x n ) 
Somando estas duas ultimas expressoes: 
aiS 2 = S 3 + a 2 Si + 3a 3 => S 3 + aiS 2 + a 2 Si + 3^3 = o 


Para o calculo de S 4 tem-se: 

(x 1 +... + x n )(x?+...+xJ) = (x^+... + x^)+(x 1 x| + ...+x n x®_ 1 ) 

x 1 x® + ... + x n xt 1 =(x 1 x 2 + ...+x n _ 1 x n )(x 1 2 + ...+x 2 )-(x 2 x 2 x 3 + ...+x n _ 2 x n _ 1 x 2 ) 

-(x 2 x 2 x 3 +... + x n . 2 x n _ 1 x 2 ) = 

= -(x,x 2 x 3 + ... + x n _ 2 x„_ 1 x n )(x 1 +... + x n )+4(x l x 2 x 3 x 4 +...+x„_ 3 x n . 2 x n _ 1 x n ) 
Somando as tres equagoes: 

— aiS 3 = S 4 + a 2 S 2 + a 3 Si + 4a 4 —^ S 4 aiS 3 + a 2 S 2 + a 3 Si + 4a 4 = o 


No caso do calculo de S 5 pode-se fazer o seguinte: 

(x 1 +...+x n )(x^+...+x^) = (xf+...+x*)+(x l x^ + ...+x n x^_ 1 ) 

X i X 2 + - + X n X n-l = ( X lX 2 +... + Xn-A )(x? +... + X* ) - (x? X 2 X 3 +... + X^X^X®) 
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_ TecnicasemOlimpiadas deMatematica- QperacdesAIgebricas 

(X‘i X 2 Xg +... + X,^ 2 X n _ 1 X n ) — 

—(x t X 2 X 3 +... + X n _ 2 X n _ 1 X n )(xf + ... 4 -X n )-l- (Xj X 2 X 3 X 4 + — + X n-3 X n-2 X n-i X n ) 
x 2 x 2 x 3 x 4 + ... + x n _ 3 x n _ 2 x n _ 1 x 2 = (x 1 x 2 x 3 x 4 +••• + x n _ 3 x n _ 2 x n _ 1 x n )(x 1 + ... + X n )- 
5(x 1 x 2 x 3 x 4 x 5 + ... + x n „ 4 x n _ 3 x n _ 2 x n _ 1 x n ) 

Somando as equagoes: - a t S 4 = S 5 + a 2 S 3 + a 3 S 2 + a 4 Si + 5a 5 => 

S3 + aiS 4 + a 2 S 3 + a 3 S 2 + a 4 Si + 5as = 0 

Desta forma, as relagoes de Newton sao: 

Si + ai = o 

Si> + aiSi + 2a 2 = o 

5 3 + aiS 2 + a 2 Si + 3^3 = o 

5 4 + aiS 3 + a 2 S 2 + a 3 Si + 4^4 = ^ 

S 3 + a x S 4 + a 2 S 3 + a 3 S 2 + a 4 Si + 5^.5 = o 

wSr> + aiS 5 + a 2 S 4 + a 3 S 3 + a 4 S 2 + asSi + 6 a 6 = 0 

S7 + a x S 6 + a 2 S 5 + a 3 S 4 + a 4 S 3 + asS 2 + a 6 Si 4- = o 

Sn + aiSn-i + a 2 S n -2 + a 3 Sn - 3 + ... + a n -iSi + a n = o 


1.3. EXEMPLOS RESOLVIDOS 

1) (Para-2005) Sejam x e y numeros reais tais que x + y = 26 e x 3 + y 3 = 
5408. Calcule x 2 + y 2 . 

Solucao: 

Elevando x + y ao cubo obtem-se 

(x + y )3 = X 3 + y 3 + 3x 2 y + 3 x y 2 = x 3 + y 3 + 3xy(x + y) 

Por outro lado, sabe-se que (x + y) 2 - (x 2 + y 2 ) = 2xy 
Assim: (x + y) 3 = x 3 + y 3 + 3t(x + y) 2 - (x 2 + y 2 )](x + y)/2 => 

17576 = 5408 + 3(676 - P)(26)/2 => P = 364 

2) (Para-2003) Se a, b e c sao reais nao nulos satisfazendo: 
a 2 _ t)2 = be e b 2 - c 2 = ac. Prove que a 2 - c 2 = ab. 

Solucao: 

a 2 - b 2 = be => a 2 = b 2 + be = b(b + c) => b+c = —. 

b 

b 2 -c 2 =ac => (b + c)(b - c) = ac => — (b-c) = ac => 

b 

a(b - c) = be => ab - ac = be => ab = be + ac 
Assim: a 2 - c 2 = (a 2 - b 2 ) + (b 2 - c 2 ) = be + ac = ab 
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_ Tecnicas ern Olinwfadas tie Matematica - OneracoesRlneiiricas 

3) Dado a + b + c + d = o, prove que: 

a 3 + bs + c 3 + d 3 = 3(abc + bed + eda + dab). 

Soluqao: 

a+b+c+d=o => a + b = -(c + d) => (a + b )3 = -(c + d )3 => 

a3 + 3a 2 b + 3ab 2 + b3 = - c3 - 3c 2 d - 3cd 2 - d 3 => 

a3 + ba + ca + ds = - 3(a 2 b + ab 2 + c 2 d + cd 2 ) => 

a3 + bs + c3 + d3 = - 3[ab(a + b) + cd(c + d)] ==> 

as + b3 + ca + d3 = - 3I ab(— c - d) + cd(- a - b)] => 

a 3 + bs + c 3 + d 3 = 3 (abc + abd + acd + bed) 

4 ) Se a, b e c sao numero reais nao-nulos satisfazendo 

—+-—1-—= — -, prove que entre os numeros a, b e c devem existir 

a b c a + b + c 

dois que sao opostos. 

Solugao: 

111 1 ab + ac + bc 1 

—+—+—=- =^> -=- => 

a b c a + b + c abc a + b + c 

(ab + ac + bc)(a + b + c) = abc :=> 

a 2 b + ab 2 + abc + a 2 c + abc + ac 2 + abc + b 2 c + be 2 = abc => 

(a 2 b + ab 2 ) + (a 2 c + 2abc + b 2 c) + ac 2 + be 2 = 0 => 

ab(a + b) + c(a 2 + 2ab + b 2 ) + c 2 (a + b) = 0 => 

(a + b)ab + c(a + b) 2 + c 2 (a + b) = 0 :=> 

(a + b)[ab + c(a + b) + c 2 ] = o => 

(a + b)(ab + ac + be + c 2 ) = o => (a + b)[a(b + c) + c(b + c)] = o => 

(a + b)(b + c)(a + c) = 0 

Logo, um dos termos algebricos devera ser igual a zero, fazendo com 
a = - b 011 b = - c ou a = - c. 

5) (Irlanda-93) Os numeros reais a e (3 satisfazem as equagoes: 

a 3 - 3a 2 + 5a - 17 = 0 e p3 - 3P2 + 5P + 11 = o. 

Determine a + p. 

Solucao: 

a 3 - 2a 2 + 5a - 17 = o <=> (a - i )3 + 2a - 16 = o 
ps - 2P 2 + 5P + 11 = o <=> (P - 1)3 + 2p + 12 = o 
Somando: (a - 1)3 + (p - 1)3 + 2a + 2P - 4 = o => 

(a + p - 2)[(a - l) 2 + (P - 1) 2 - (a - i)(p - 1)] + 2(a + p - 2) = 0 => 

(a + p - 2)[(a - l) 2 + (P - 1) 2 - (a - i)(P - 1) + 2] = o => 

Existem duas possibilidades: 

i) a + p- 2 = o => a + p = 2 

ii) (a - l) 2 + (P - 1) 2 - (a - i)(p - 1) + 2 = o 
Fazendo a - 1 = x e p - 1 = y tem-se que 
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\ * + y 2 - xy + 2 = o => x 2 - (y)x + 2 + y 2 = o => 
v±Jv it - 4 ( 2 +y 2 ) y±J- 3 y 2 -8 

s 2 2 

(’omo o A desta equaqao e menor que zero entao nao existem reais x e y 
Inis que x 2 + y 2 - xy + 2 = 0. 

Logo, conclui-se que a + p = 2. 

(>) (OBM-2001) Sejam a, b e c numeros reais nao nulos tais que a + b + c 

, (a 3 + b 3 + c 3 ) 2 (a 4 + b 4 + c 4 ) 

o. Calcule os possiveis valores de-( a 5 + b 5 + c 5 ) 2 ’ 

Solupao: 

Seja x = abc e y = ab + ac + be 

i) a + b + c = o => a + b = -c => a 3 + 3a 2 b + 3ab 2 + b 3 = -c3 => 
a ' + b 3 + 3ab(a + b) = - c 3 

n > + b 3 + 3ab(- c) = — c 3 => a 3 + b 3 + c 3 = 3&bc a 3 + b 3 + c 3 = 3 X 

ii) (a 3 + b 3 + c 3 )(a + b + c) = 0 => 

a' + b 4 + c 4 + a 3 b + ab 3 + a 3 c + ac 3 + b 3 c + be 3 = o 

iii) (a + b + c) 2 = o => a 2 + b 2 + c 2 = - 2(ab + ac + be) => 

a 2 + b 2 + c 2 = - 2y 

iv) (a 2 + b 2 + c 2 )(ab + ac + be) = 

= a 3 b + ab 3 + a 3 c + ac 3 + b 3 c + be 3 + abc(a + b + c) => 
a 3 b + ab 3 + a 3 c + ac 3 + b 3 c + be 3 = - 2y.y = - 2y 2 

v) a 4 + b 4 + c 4 = - (a 3 b + ab 3 + a 3 c + ac 3 + b 3 c + be 3 ) = 2y 2 

vi) a + b + c = 0 => a + b = - c =^> 

a 3 + 5a 4 b + ioa 3 b 2 + ioa 2 b 3 + 5^b 4 + b 3 = — c 3 
as + b 3 + cs + 5ab(a 3 + b 3 + 2a 2 b + 2ab 2 ) = o => 
as + b 3 + c 3 + 5ab[(a + b ) 3 - ab(a + b)] = o => 
as + b 3 + c 3 = sabc 3 - sa 2 b 2 c = sabc(c 2 - ab) = 

= 5abe[c(- a - b) - ab] = - 5abc(ab + ac + be) => 
a 3 + b 3 + c 3 = - 5 xy 

(a 3 +b 3 + c 3 ) 2 (a 4 + b 4 +c 4 ) (3x) 2 2y 2 _ 18 

l>0S ° : (a 5 +b 5 + c 5 ) 2 (-5xy) 2 25 

7) (OBM-2007) Sejam a, b e c numeros tais que 

a 2 - ab = 1 
b 2 - be = 1 
c 2 - ac = 1 

Calcule o valor de abc*(a + b + c). 

Solucao: 
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Como nenhum deles pode ser igual a zero, temos a forma equivalente: 

v 1 1 l i 

a-b=—,b-c = —,c-a = — 
a b c 

c n ~ ^ ill ab + be + ca 

Somando as equagoes teremos -+—+-= o => -= o => 

a b c abc 

ab + be + ca = o. 

Em outra forma equivalente: a 2 = l + ab, b 2 = l + be, c 2 = l + ac. 
Multiplicando as equagoes: a 2 b 2 c 2 =(i + ab)(i + bc)(i + ca) o 

a 2 b 2 c 2 = l + ab + be + ca + a 2 bc + ab 2 c + abc 2 + a 2 b 2 c 2 » 
o = i + a 2 bc + ab 2 c + abc 2 + a 2 b 2 c 2 <=> abc(a + b + c) = - l 


8) (Balcanica Jr.-97) Seja 9 +——^ = k. Determine o valor de 

x -y x +y 

x 8 +y 8 x 8 -y 8 + j 1 

—«—=4- + —«—=4- em termos de k. 
x 8 -y 8 x 8 + y 8 


Solu^ao: 

x 2 + y 2 x 2 
——=h- + — 


- = k => 


(x 2 + y 2 ) 2 + (x 2 -y 2 ) 2 


x — y x+y 
+ i 


x 4 -y 4 


= k 


Vt 

X ' 


\yj 


k 

2 


V 


k + 2 
k-2 


V 6 


(k + 2) 4 
(k-2) 4 


r xY 

x 8 + y 8 x 8 -y 8 (x 8 + y 8 ) 2 +(x 8 -y 8 ) 2 2(x l6 +y lS ) 

x 8 -y 8+ x 8 + y 8 ” x 16 -y 16 : 



2 

r(k+2) 4 1 

——+1 

yy) 


(k-2) 4 


/ V 6 
' X 


-1 


(k + 2) 4 
(k-2) 4 


2(k + 2) 4 + 2(k~4) 4 
(k + 2) 4 -(k-2) 4 


x 4 +y 4 k 
x 4 - y 4 2 


1.4. EXERCICIOS PROPOSTOS - PARTE A 

1) (OBM-2008) Sejam x e y numeros reais positivos satisfazendo as 

17 1 

equagoes x 2 + y 2 = 1 e x 4 + y 4 =—. Calcule 0 valor de —. 

18 xy 
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2) (OBM-2006) Sejam a e b numeros reais distintos tais que a 2 = 6 b + 
r,ab e b 2 = 6 a + 506. 

a) Determine 0 valor de a + b. 

I)) Determine o valor de ab. 

3) Dado que a* + as + a 2 + a + 1 = o, calcule o valor de a 2000 + a 2010 +1. 

4) Dado que a 2 + b 2 + (a + b) 2 = c 2 + d 2 + (c + d) 2 , prove que: 

a4 + 1>4 + (a + b )4 = c4 + d^ + (c + d)+ 

5) (OBM-2006) Os dois numeros reais a e b sao nao nulos e satisfazem 
ab = a - b. Assinale a alternativa que exibe um dos possiveis valores de 

a b , 

— + — ab. 
b a 


A)-2 


B) -1 

2 


C)- 

3 


D)- 

2 


E) 2 


6) (Para-2004) a) Se a 2 = 7b + 51 e b 2 = 7a + 5 b onde a e b sao numeros 
reais distintos, determine o valor do produto ab. 

b) Quando a, b e c sao os tres numeros racionais —, — e —, 0 valor de: 

2 3 5 


- + 


ill 

+ -—:—rr + “ 


(a-b) 2 (b-c) 2 (c-a) 2 (1/6) 2 (2/15) 2 (3/10} 


36+ ^5 + ^ = H96 + 2^5±400 = 3Z2l = ^ = ^y e o quadrado de 


36 


4 9 36 

um numero racional. 

Prove que este fato nao e uma coincidencia, ou seja, para quaisquer 

valores de a, b e c racionais, a quantidade -—^—7 + .. 1 ,, -+7——^7 e 

(a-b) 2 (b-c)“ (c-a) 

sempre o quadrado de um numero racional. 

7) Se a, b, c, d > 0 e a4 + b^ + c-» + d 4 = 4abcd, prove que a = b = c = d. 

(a-b)(b-c)(c-a) _ 1 


8) (OBM-2005) Dado que 


a b c „ 
-+-+-? 


(a + b)(b + c)(c + a) 11 


=—, qual e o valor de 


a+b b+c c+a 


9) Dado quea + b = c + dea3 + b3 = c3 + dsprove que: 

a 2011 4- 132011 — £2011 4. d 2011 . 


9 




























































Tecnlcasem Olimpiadas de Matenujtjca - OoeracoesmeOricas 


10) (OBM-2009) Observe: 

(x - r)(x -s) = x 2 - (r + s)x + rs 
Assim, substituindo x por r e por s, obtemos 

r 2 -(r+s)r+rs = o_^ a(r n+2 -(r + s)r n+l + rs• r n ) = 0 
s 2 - (r + s)s + rs = o b(s n+2 - (r + s)s n+1 + rs • s") = o 

Somando as duas equates e sendo S n = a ■ r n + b • s", verifica-se que 

S„«=(r + s)S ntl -rsS n 

Dados S, = ar + bs = 1, S 2 =ar 2 + bs 2 = 2, S 3 =ar 3 + bs 3 = 5 e 

S 4 = ar 4 + bs 4 = 6, determine S s = ar 5 + bs 5 . 

11) (Lista Treinamento Cone Sul-2003) Sejam a, b, c e d numeros reais 

tais que a 2 + b 2 = c 2 + d 2 = 1 e ac + bd = o. Determine 0 valor de 

ab + cd. 


12) (OBM-2010) Sejam a,bec reais tais que a*b e a 2 {b + c) = b 2 (c + a) 
= 2010. Calcule c 2 (g + b). 


13) (OBM-2010) Calcule 


(2 4 +2 2 +l) 

( 4 4 + 4 2 + i) 

(6 4 + 6 2 + r 

)...( 32 4 + 32 2 +i) 

(l 4 +1 2 +l) 

( 3 4 + 3 2 + i) 

( 5 4 + 5 2 + i) 

I...I 

( 3 i 4 + 3 i 2 +i) 


14) (Para-2008) Suponha que x, y e z sao numeros tais que 

111 4 - 4 - 7 ^ 

x + y + z = — + — + - = 0. Mostreque---= x.y.z. 

x y z x 3 + y 3 +z 3 


15) Prove que, se x, y e z, sao numeros reais distintos e 


y-z z-x x-y 


- = o entao 


-2L_ + _y + ^_ 

(y-z) 2 (z-x) 2 (x-y) 2 


16) Prove quese -++-+- = 1 e -+-+- = o, entao —+?-+— = 1 

a b c x y z a 2 b 2 c 2 

17) (Ceara-97) Se x 2 + x + 1 = o, calcule o valor de 


_ Tecnicas em Olinwiadas de Matematica - OgeraeoesAlgebricas 

18) (Campina Grande-2004) Se x, y e z sao reais distintos tais que 
v’ - y = ya - z = z 2 - x. Mostre que (x + y)(y + z)(z + x) = 1. 

1 <)) Prove que se x, y, z sao numeros reais com x + y + z = o entao: 
x 2 + y 2 y 2 + z 2 z 2 + x 2 x 3 y 3 z 3 

x + y y + z z+x yz zx xy 


20) (Teste de Selegao Cone Sul-2007) Sejam a, b, c, x, y, z reais distintos 

, _ ax 2 +by 2 + cz 2 

l:us que ax + by + cz = o. Prove que 


1 lepende de x, nem de y e nem de z. 


bc(y - z) 2 + ca(z - x) 2 + ab(x - y) 2 


nao 


21) (Romcnia-2002) Sejam x, y, z numeros reais positivos mais que 
xyz(x + y + z) = 1. Mostre que a seguinte igualdade e valida: 



= (x + y)(y + z)(z + x). 


22) (Romenia-2004) Sejam a, b, c numeros reais. Mostre que 
\fa +^fb + \[c - x/a + b + c se e somente se a 3 + b3 + c 3 = (a + b + c) 3 . 

23) (Moldavia-2000) Os numeros inteiros a, b, c satisfazem a relagao 
;i + b + c = 0. Mostre que o numero 2a 4 + 2b 4 + 2c 4 e um quadrado 
perfeito. 

24) (Para-2011) Sejam a, b e c numeros reais nao nulos tais que a + b + c 
= o e a 3 + bs + c 3 = as + bs + cs. Calcule 0 valor de a 2 + b 2 + c 2 . 

25) (Torneio das Cidades-94) Sejam a, b, c, d numeros reais tais que 
a :t + b 3 + c 3 + d 3 = a + b + c + d = 0. Prove que a soma de um par destes 
numeros e igual a zero. 

26) (Iberoamericana-89) Determinar todos os ternos de numeros reais 
que satisfazem o sistema de equagoes seguinte: 

x + y- z = -1 
x 2 - y 2 + z 2 = 1 
- x3 + y3 + z3 = — 1 


27) (IMO-59) Para quais valores de x temos 

Vx+a/2x-^T+-v/x-V2x-i =A, dado 

a) A = V2 , 


11 

































_ Tecnicas em Olimpiadas de Mate malic a - OperacoesAigdUricas 

b) A = l, / . „ . ... A 

c ) A = 2, onde somente numeros reais nao negativos sao permitidos nas 
raizes quadradas e os valores das raizes quadradas sao apenas numeros 
positivos? 

28) (IMO-63) Para quais valores reai s de p a equacao: 

■Jx 2 - p+2Vx 2 -i = x 
possui raizes reais? Quais sao as raizes? 

1.5. EXERCICIOS PROPOSTOS - PARTE B 

1) (Argentina-97) Encontrar todos os valores de x que sao solucoes da 
equagao yjig-x + >/97 + x = * 4 • 

2) Prove que o produto de quatro inteiros consecutivos, nenhum deles 
sendo 0, nunca e um quadrado perfeito. 

3) (Argentina-98) Sejam x, y, numeros reais tais que x + y = 26, x 3 + y 3 = 
5408. Calcular x 2 + y 2 . 

4) (Quebec-95) Consideremos as equagoes xy = p, x + y = s, x^s + y l 993 
= t, x J 994 4- yi994 = u. Determine uma expressao, em termos de p, s, t, u, de 

X x 995 4- yi995. 


5) (Canada-69) Mostre que se ai/bi = a 2 /b 2 = a 3 /b 3 e pi, pa, P3 nao sao 
todos nulos, entao 

( _ PX+PaaS+Pa 8 !! 

PibJ 1 + p 2 b" +P 3 b 3 

para todo inteiro positivo n. 


/ \n / ^ \n+i 

6) (Canada-74) Se x = f 1+ rj e y = (i+—J , mostre que y* = x>\ 

7) (Apics-83) Dados os numeros x, y, z tais que x + y + z = l, x 2 + y 2 + x 2 
= 2, xs + y3 + z 3 = 3. Calcule x« + y 4 + z«. 

8) (Argentina-95) Determinar todos os numeros inteiros x que 
satisfazem 2 X .(4 - x) = 2X + 4 . 


Ter.nicas em Oiimniadas tie Matemdtica - OperacoesiHaeiiricas 


o) Denomina-se de numero afortunado como um numero que pode ser 
espresso por 3 X 2 + 32 y 2 , onde x e y sao inteiros. Prove que se n e um 
numero afortunado, entao 97/1 tambem e. 

10) (Ceara-92) Determine todos os valores reais de x, y e z que 
satisfazem a igualdade 3X 2 + y 2 + z 2 = 2 xy + 2 xz. 

11) (Argentina-2005) Se a e b sao numeros reais que satisfazem 

m b + a + _a__ 2 Ca i cu ] ar e d ar todas as possibilidades. 

11 >a + b 2b a 

12) Assuma que x, y e z sao numeros positivos tais que satisfazem as 
equates abaixo. Determine 0 valor de x + y + z + xyz. 

x + y + xy = 8 
y + z + yz = 15 
z + x + zx = 35 

13) (Minas Gerais-2007) Sejam a e b numeros positivos tais que 

L2rb 4 ^ 

Va + — = 3b 4 . O valor de— —j= e: 

2 J a + b V a 

a) 20/11 b) 15/11 c) 10/11 e) 5/11 

14) Sejam x, y, z numeros reais nao nulos e tais que x + y + z = 0. Calcule 
o valor da expressao 

x 3 y 3 z 3 

(y + z) 3 + (x + z) 3 + (x + y) 3 


15) Calcule 0 valor de 

(10 4 + 324X22 4 + 324X34 4 + 324X46 4 + 324)(58 4 + 324) 

N " ( 4 4 + 324)(16 4 + 324X28 4 + 324)(40 4 + 324X52 4 + 324 ) 

16) (Campina Grande-2002) Se a, b, c sao numeros reais nao nulos tais 

a + b-c a-b + c -a + b + c (a + b)(b + c)(c + a) 0 

“ Ue ^- = —“"IT" abc 

Kntao, x e igual a: 

A)-2 B )-4 C)-6 D)-8 E)-l 

17) (Ceara-97) Sejam a, b, c, numeros reais positivos distintos dois a dois 
lais que a 2 + b 2 - ab = c 2 . Prove que 0 produto (a - c)(b - c) e negativo. 

18) (Russia-68) Prove a igualdade: 
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246 

H— -p -—+ —-+ ... + - 


20 


x 2 — 1 x 2 -4 x 2 -9 


X--IOO 


= 11 


+ ... + - 


(x - l)(x + 10) (x - 2)(x + 9) (x - 10)(x + l) 


19) (Ceara-84) Sejam a e b numeros reais, nao nulos simultaneamente. 


Se x = 


4a 


1 e y = - . 

va 2 4-b 2 Va^hb 2 


4b 


r, calcule o valor de (x + y) 2 - 2xy. 


20) Sejam x, y, e z numeros complexos tais que x + y + z = 2, x 2 + y 2 + z 2 
= 3 e xyz = 4. Calcule o valor de 

111 


-+- 


xy + z-i yz + x-i zx + y-i 

21) (Ceara-2001) Achar todos os numeros x, y tais que: 

(i-x ) 2 + (x-y ) 2 + y 2 =l. 

3 

22) (Finlandia-2012) Sejam x, y, z numeros reais tais x^i, y^iex^y. 

,, 4. yz-x 2 zx-y 2 _ yz-x 2 zx-y 2 

Mostre que se -=-— entao -=-— = x + y + z. 


1 — x 


l-y 


l-x 


i-y 


23) (Holanda-83) Sejam a, b, c e p numeros reais, com a, b e c nao todos 

iguais, tais que a+^ = b+— = c + — = p. Determine todos os valores 
b c a 

possiveis de p e prove que abc + p = o. 

24) Prove quesea 4 -b + c = o entao: 

a 5 + b 5 -f c 5 _ a 3 + b 3 + c 3 a 2 + b 2 + c 2 
5 3 2 

25) (Irlanda-94) Sejam w, a, b, c numeros reais distintos com a 
propriedade que existem numeros reais x, y, z para os quais as seguintes 
equagoes valem: 

x + y + z = 1 
xa 2 + yb 2 + zc 2 = w 2 
xa3 + ybs + zb3 = w3 
xa^ + yb^ + zc4 = 

Expresse w em termos de a, b, c. 
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FUNQOES 

J2.1. relevAncia e aplicaqao 

Assunto bastante cobrado nas provas de olimpiadas de matematica 
de ensino medio, sobretudo nas ultimas fases de olimpiadas nacionais e 
internacionais. Praticamente ha apenas um tipo de questao sobre 
l unQoes, onde deve-se determinar todas as funqoes que satisfazem uma 
dada equaqao funcional. 

u.ii. RESUMO TEORICO 

Dcfini^ao: Fungao e uma relagao entre os conjuntos A e B de modo que 
lodo elemento do conjunto A esteja relacionado com um (e apenas uni!) 
elemento de B. 0 conjunto A e denominado de dominio da fungao e B o 
eontra-dominio. Imagcm e o conjunto dos elementos do contra-dominio 
ligados pela fungao. Por exemplo, em uma fungao f de dominio A e 
eontra-dominio B, se a e A e f(a) = b entao b e Im(f). Observe que Im c 
15. 

Fungao par: Uma fungao f: A -> B e par sc para cada x e A tem-se 
l'(x) = f(- x) 


Fungao impar: Uma fungao f: A -> B e impar se para cada x e A tem-se 
f(- x) = - f(x) 


Fungao sobrejetora: Quando o contradominio e a imagem de uma 
fungao sao iguais. 

Fungao injetora: Se a ^ b entao f(a) ^ f(b) 

Fungao bijetora: Quando uma fungao e ao mesmo tempo sobrejetora e 
injetora. 

Fungao inversa: Sendo f: A B uma fungao bijetora, chama-se fungao 
inversa de f, a fungao f -B A tal que se (a, b) pertence a f entao (b, a) 
pertence a f- K So pode existir a fungao f - '(x) se f(x) for bijetora. 

Fungoes Composta: Dado f: A —> B e g: B->C, chama-se de fungao 
composta de g e f a fungao de A —> C definida por g(f(x)) para todo x 
pertencente a A, e representa-se por g(f(x)) = (g o f) (x) 
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Raiz oil zero dc unm fungao: Os pontos onde o grafico da fungao 
corta o eixo do x sao chamados de raizes ou zeros da fungao. 

Sinai de uma fungao: A fungao e dita positiva (f(x) > o) em todos os 
pontos acima do eixo do x e negativa (f(x) < o) em todos os pontos abaixo 
do eixo do x. 

Fungao Estritamente Crescente: se a > b entao f(a) > f(b) 

Fungao Estritamente Descente: se a > b entao f(a) < f(b) 

Fungao Crescente ou Nao Decrescente: se a > b entao f(a) > f(b) 
Funcao Decrescente ou Nao Crescente: se a > b entao f(a) < f(b) 


2.3. EXEMPLOS RESOLVIDOS 

1) Determine todas as fungoes f: tais que f(x + y) = f(x) + f(y). 

So liiya o: 

x = y = 0 => f(0) = 2f(o) => f(o) = 0 
y = -x => f(o) = f(x) + f(-x) => f(x) = -f(-x) 
y = x => f(2x) = 2f(x) 
y = 2x => f( 3 x) = 3 f(x) 

Por indugao conclui-se que f(nx) = nf(x) 

Para urn numero racional x = m/n tem-se: 

nx = m.i => f(nx) = f(m.i) = nf(x) = mf(i) => f(x) = (m/n)f(i) => 
f(x) = xf(i) para todo x racional 

Suponhamos que f(x) seja continua. Se x for irracional, podemos sempre 
escolher um racional x n cujo limite tende para x. 

Devido a continuidade de f(x) e f(x„) = x n f(l), quando x n tende para x 
irracional, temos que f(x) = xf(i) 

2) Determine todas as fungoes f: tais que f(x + y) = f(x)f(y). 

Solugao: 

Observe que f(x) = o satisfaz f(x + y) = f(x).f(y) 

Fazendo x = y -» x/2 entao f(x) = f[(x/2)] 2 => f(x)>o 

Para f(x) > 0, aplicando logaritmo na base a (a > o, a * 1) nos dois lados 
da igualdade temos que: 

log a f(x + y) = logo [f(x)f(y)] => log (J f(x + y) = log„ f(x) + log u f(y) 
Fazendo log a f(x) = g(x) => g(x + y) = g(x) + g(y) => g(x) = g(i).x =i> 
loga f(x) - kx =^> f(x) = a llx 
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3) (Espanha-2000) Demonstre que nao existe nenhuma fungao f: IN —» 
IN que cumpra: f(f(n)) = n + 1. 

Solugao: 

l(f(n)) = n + i f(f(f(n))) = f(n + 1) = f(n) +1. 

Assim, temos que f(n) = n - l + f(i) 

( )u seja, f(f(n)) = [n - l + f(i)] - 1 + f(i) => f(f(n)) = n - 2 + 2f(i) => 

II 1-1 = n - 2 + 2f(i) => f(i) = 3/2 absurdo!!! 

.|) (Irlanda-95) Determine, com prova, todas tungoes reais f(x) 
'.alisfazendo a equagao 

xf(x) - yf(y) = (x - y)f(x + y) 
para todos os numeros reais x, y. 

Solugao: 

I) Fazendo y = - x temos: xf(x) + xf(- x) = 2xf(o) => 

Kx) + f(- x) = 2f(o) 

II) Fazendo y = 1 temos: xf(x) -f(i) = (x- i)f(x + 1) 

III) Fazendo x = x + iey = -l temos: 

(x + l)f(x + 1) + f(- 1) = (x + 2)f(x) 

Podemos montar o seguinte sistema: 

xl'(x) - (x - i)f(x + 1) = f(i) x(x + i) 

(x + 2)f(x) - (x + i)f(x + 1) = f(- 1) x - (x - x) 

Entao: x(x + l)f(x) - (x + i)(x - i)f(x + 1) = (x + i)f(i) => 

- (x - i)(x + 2)f(x) - (x + i)(x - i)f(x + 1) = - (x - i)f(- 1) 

Somando temos que: 

l'(x)[x 2 + x-x 2 -x + 2] = x[f(i) -f(- 1)] + f(i) + f(- 1) => 
f(x) = x[f(x) - f(- i)]/2 + f(o) 


5) (Grecia-97) Seja a fungao f: '.)> tal que: 

i) f cresce em {0, + co}. 

ii) f(x) > - l/x para todo x > 0. 

iii) f(x).fl f(x)+—l = i para todo x > o 

l xj 

Encontrar f(i). 

Solugao: 

Fagamos f(i) = t. Fazendo x = l => t.f(t + l) = l f (t + 1) = — 


Aplicando x = t + 1 f(t + i)f 

{(-+—1 = t = f(i). 

It t+ij 


t(t+l)+ TTT 


= 1 
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Como f(x) e crescente em {o, + 00} => —+—— -1 

t t + x 

Se t > o temos que 1 < t = f(i) < f(i + t) = l/t < 1. 
Assim, temos que f(i) = -— 


=> t = 




6) (Nova ZeIandia-98) Determine todas as fungoes f: 91—>91 tais que: 
f(xf(x) + f(y)) = (f(x)) 2 + y para todos os numeros reais x, v. 

Solugao: 

Substituindo x = o b = f(o) => f(f(y)) = b 2 + y => f(x) e injetora, ou 
seja, existe um numero c tal que f(c) = o 

Aplicando x = c => f(f(y)) = y. Aplicando y = o => f(xf(x)) = f 2 (x) (1) 
Aplicando x = f(y) em (1) => f[f(y)f(f(y))] = [f(f(y))] 2 => 

f(yf(y)) = r (2) 

Comparando (1) e (2) temos que f(x) 2 = x 2 => f(x) = ±x 


7) (Polonia-93) Determine todas as fungoes f: 9? -> 91 satisfazendo as 
seguintes condigoes: 

f(- X) = - f(x), f(x + 1) = f(x) + 1 para x e 91 , fj^-j = para x + o. 

Solugao: 

Os valores (i), (ii) e (iii) encima de cada sinal de igualdade (=) indica a 
propriedade usada nesta passagem. 

I) Aplicando x = o em (i) => f(o) = o 

II) Aplicando-em (ii) temos: 

III) Podemos desenvolver a igualdade acima de outra forma: 

x+i) /r x ^ j fx+iY.r 1 A(io 


=f 




x + i 


x + l 


X + l 


X 4-1 


J 


+ 1 


(i) 


X 

X + l 
X + l 


X 


f 1- 


X + l 


-f 


—f(x + l) 
X J [_ (x + 1) 2 


+ 1 


(ii) 


X + l 


X + l 

f(x) + l 
’(X + l ) 2 


(iii) 


Tecnicasem Olimpiadas tie Matematica- Funcoes 


lj»ualando as expressoes finais encontradas nos itens II e III temos: 


r(x i + i= 

N“ 

: * f (x) = 2x 


x+l 


f(x) 


f(x) = X 


f(x) + X 2 = X 2 + 2X + 1 - f(x) - 1 


K) (Croacia-2001) Determine todas as fungoes f: 91 - {- 1, 1 }->91 que 
•.ntisfazem a equagao: f ^+^j+f= x 


Solugao: 

Seja g(x) = —-, onde x + -1. Calculando g >(x) obtemos g’(x) = 

' X+l l-X 


\ a 1. Assim: g(g(x)) = x + * -=-=-= g (x). 

x-3 : x-3 + x + i l-x 

x + i 

Aualogamente: g _1 (g" 1 (x)) = g(x). 

I’elo enunciado temos que f(g(x)) + f(g _I (x)) = x (1) 

Aplicando x->g(x) => f(g(g(x))) + f(g- l (g(x))) = g(x) => 

Kg >(x)) + f(x) = g(x) (2) 

Aplicando x -> g- l (x) => f(g(g- ‘(x))) + f(g- '(g- <x))) = g- ‘(x) => 
l(x) + f(g(x)) = g- 1 (x) (3) 

l-'azendo (2) + (3) -(1): 2f(x) = g(x) + g-‘(x)-x => 

x ~3 , x + 3 (i-x)(x-3)+(x + 3)(x + i)-x(i-x 2 ) ^ 

x + l l-x 1-x 2 


2f(x) 


-X 2 + 4X-3+X 2 + 4X + 3-X + X 3 

1-x 2 


f(x) = 


x 3 + 7X 
1-x 2 


I ''inalmente, aplicando f(x) = ^—em ff——-1+ff-—l = x notamos 

1-x 2 lx + ij U-xJ 

ipie esta fungao satisfaz 0 enunciado. 

9) (Iberoamericana-93) Seja N* = {1, 2, 3, ...}. Ache todas as fungoes f: 
N* -> N* tais que: 

i) se x < y, entao f(x) < f(y). 

ii) f(y.f(x)) = x 2 .f(xy), para todos os x, y e N*. 

Solugao: 

Aplicando x = y em ii), temos que: f(x.f(x)) = x 2 .f(x 2 ) (1) 

Aplicando y = 1 em ii), temos que: f(f(x)) = x 2 .f(x) => 

I(f(x 2 )) = x 4 .f(x 2 ) (2) 

Aplicando y = f(x) em ii), temos que: 

((f(x).f(x)) = x 2 .f(x.f(x)) = x 4 .f(x 2 ) (3) 
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De (2) e (3) temos: f(f(x 2 )) = f([f(x)] 2 ) => 

f(x 2 ) = [f(x)]~ pois de i) f e injetora 

Se f(x) < x 2 => f(f(x)) < f(x 2 ) = [f(x)] 2 => x 2 .f(x) < [f(x)] 2 => 
x 2 < f(x) que e um absurdo 

Se f(x) > x 2 => f(f(x)) > f(x 2 ) = [f(x)] 2 => x 2 .f(x) > [f(x)] 2 => 
x 2 > f(x) que e um absurdo 
Assim, f(x) = x 2 , x e N* 

lO) (Torneio das Cidades-96) Prove que nao existe nenhuma funqao y = 
f(x) tal que f(f(x)) = x 2 - 1996 para todo x real. 

Solu^ao: 

Procuremos inicialmente pontos fixos, ou seja, valores de x de modo que 
f(x) = x => f(f(x)) = f(x) = x. 

Temos assim a equaqao x 2 - 1996 = x, onde temos duas raizes, digamos 
Xi e x 2 , com Xi diferente de x 2 . 

Evidentemente temos que Xi + x 2 = 1 e Xi.x 2 = - 1996. 

Reparemos que f(f(f(f(x)))) = f(f(x 2 - 1996)) = (x 2 - 1996) 2 - 1996 
Agora procuremos pontos fixos de de f(f(f(f(x)))), ou seja, quando que 
f(f(f(f(x))))=x 

Temos a seguinte equaqao: (x 2 - 1996) 2 - 1996 = x => 
x 4 - 4992X 2 - x + 1996 2 - 1996 = o, 

onde temos quatro soluqoes: xi e x 2 (que ja sao pontos fixos de f(x)) e x 3 e 
x 4 , distintos entre si e distintos de Xi e x 2 . 

Observemos que x 3 + x 4 = - 1 e x 3 .x 4 = - 1995 => 
x 3 (-1 - x 3 ) = - 1995 => x 3 = 1995 - x 3 2 => 

- 1 - x 4 = 1995 - x 3 2 => x 4 = x 3 2 - 1996 e x 3 = X4 2 - 1996 

Por outro lado: f(f(x 3 )) = x 3 2 - 1996 = x 4 e ffffx^) = x 4 2 - 1996 = x 3 

Sabemos que f(f(f(x))) = f(x 2 - 1996) = f(x) 2 - 1996 

Assim: f(f(f(x 3 ))) = f(x 4 ) = f(x 3 ) 2 - 1996 e 

f(f(f(x 4 ))) = f(x 3 ) = f(x 4 ) 2 - 1996 

Substituindo temos que: f(x 3 ) = [f(x 3 ) 2 - 1996] 2 - 1996 => 

[f(x 3 )]4 - 4992[f(x 3 )] 2 - f(x 3 ) + 1996 2 - 1996 = 0 => 
f(x 3 ) = Xi, x 2 , x 3 ou x 4 . 

Se f(x 3 ) = x t ou x 2 teriamos que f(f(x 3 )) = f(xi ou x 2 ) = Xi ou x 2 , que e um 
absurdo pois f(f(x 3 )) = x 4 

Se f(x 3 ) = x 3 teriamos que x 3 e ponto fixo de f(x), que e falso pois os 
unicos pontos fixos de f(x) sao Xi e x 2 . 

Portanto, f(x 3 ) = x 4 => f(f(x 3 )) = f(x 4 ) => x 4 = f(x 4 ) que e uma 
contradiqao pois x 4 nao e ponto fixo de f(x). 

Assim, nao existe f(x) que satisfaca f(f(x)) = x 2 -1996. 
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11) (Canada Preparaqao IMO-98) Determine todas as funqoes f: 
lais que f(x + f(y)) = f(x) + y para todo x, y e 

Noluqao: 

v o => f(x + f(o)) = f(x) (x) 

\ 0 v -> x => f(f(x)) = x + f(o) (2) 

I )(>ste modo f(f(f(x))) = f(x + f(o)) = f(x) 

\ o y = o em (1) => f(f(o)) = f(o) 

Assim, f(f(f(o))) = f(f(o)) = f(o) 

\ = 0 y -> x => f(f(x)) = x 
y —> f(y) => f(x + f(f(y)) = f(x + y) = f(x) + f(y) 

Assim, temos que f(nx) = nf(x), por induqao. 

I >oste modo f(x) = xf(i), para todo x real 

Como f(f(i)) = 1 e f(nx) = nf(x) => 1 = f(f(l).x) = f(i)f(i) = f 2 W => 

K 0 = ± 1 

Assim, temos que f(x) = x e f(x) = - x 


12) (IMO-2003 Shortlist) Determine todas as funqoes f: IR + -^IR + que 
satisfazem as seguintes condiqoes: 

(i) f(xyz) + f(x)+f(y)+f(z) = f(^xy)f(^)f(Vzx) 
ii) f(x) < f(y) para todo 1 < x < y. 

Soluqao: 

Fazendo x = y = z = 1: 4f(i) = f 3 (i) => f 2 (i) = 4 f(t) = 2 
Fazendo x = ts, y = t/s, z = s/t: f(t)f(s) = f(ts) + f(t/s) (1) 

Fazendo s = 1 em (1): f(t) = f(i/t) (2) 

De (2) conclui-se que f(t) > f(i) = 2 (3) 

I )e (3) segue que existe uma funqao g(t) > 1 tal que f (t) = g(t)+(4) 
Fazendo s = t em (1): [f(t)] 2 = f(t 2 ) + 2 => 


;K(t) + 


g(t). 


= g(t 2 )+——+2 
8 g(t 2 ) 


|g(t)f+2+- 


' = g(t 2 )4 77 2 T + 2 


g(t 2 ) = g(t) 2 


[g(t)] 2 ' g(t 2 ) 

Fazendo s = t 2 em (1) tem-se que g(t 3 ) = g(t )3 
Fazendo s = t 3 em (1) tem-se que g(D) = g(t> 

Por induqao, conclui-se que para n e IN tem-se g(t n ) = g(t) u 


g(t) = g(t u ) 1/n ( 5 ) 

Fazendo t t»'/n em (5): g(t m ' n ) = g(t m ) l/n = g(t) m/n 
Assim, para r racional tem-se que g(t r ) = g(t) r . 

Como 0 conjunto dos numeros racionais e denso em IR + conclui-se que 
g(t r ) = g(t) r para todos ter reais. 
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Fazendo t-> t r em (4): f(t r ) = g(t r )+-^— => f(t r ) = g(t) r + —^-r 

g(t ) git) 

Perceba que a funqao exponencial satisfaz g(t r ) = g(t) r 
Assim, se k e IR e tal que g(t) = t k entao f(t r ) = t kr +-^7 

Fazendo t r = x tem-se que f(x) = x k +-^- 

2.4. EXERCICIOS PROPOSTOS - PARTE A 

1) (Africa do Sul-94) Uma funqao f definida no conjunto dos inteiros 
satisfaz f(x) + f(x + 3) = x 2 para todo inteiro x. Se f(i9) = 94 > determine 
f( 94 ). 

2) Determine todas as funqoes f: 91 + — >91 tais que f(xy) = f(x) + f(y). 

3) Determine todas as funqoes f: -H' —>91 tais que f(xy) = f(x)f(y). 

4) Determine todas as funqoes f: 9 ?-> 9 ? tais que , 


5) Determine todas as funqoes f: 91->91 tais que: 

f(x + y) + f(x - y) = 2f(x)cos y. 

6) Determine todas as funqdes f: 91 + ^ 9 f tais que f(xy) = xf(y) + yf(x). 

7) Determine todas as funqoes f: 91—>91 tais que: 

f(x + y) + f(x - y) = 2[f(x) + f(y)]. 

8) Determine todas as funqoes f: 91->91 e g: 91 -> 91 , tais que: 

f(x - y) = f(x)f(y) + g(x)g(y). 

9) Determine todas as funqoes f: Dt—tais que: 

f(x + y) = f(x) + f(y) + xy(x + y). 


10) (Argentina-93) Determinar todas as funqoes/: SR —>91 que verificam: 


11) (Para-2002) Seja f(n) uma funqao definida nos numeros inteiros 
positivos. Sabe-se que: 

i) f(f(n)) = 4n + 9 para todo inteiro positivo n; 

ii) f(2 k ) = 2 k +1 + 3 para todo inteiro nao negativo k. 
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,\) Determine o valor de f(25); 
b) Determine 0 valor de ^1789). 

12) (Italia-97) Sendo p e q dois inteiros positivos e se f e uma funqao 
definida nos numeros positivos que assume somente valores positivos e 
lal que f(xf(y)) = (xp).(y< 0 . Prove que q = p 2 . 

13) (Espanha-98) Determinar todas as funqoes estritamente crescentes e 
Inis que: f(n + f(n)) = 2f(n) para n = 1, 2, 3,... 

14) (Noruega-94) Prove que nao existe nenhuma funqao f: Z —> Z 
(umbos, argumentos e resultados, sao inteiros) tal que f(f(x)) = x + 1 e 
l( x + y) = f(x) + y, para todo xeyeZ. 

15) (Nordica-98) Determine todas as funqoes dos numeros racionais 
para os numeros racionais satisfazendo f(x + y) + f(x — y) = 2f(x) + 2f(y) 
para todos racionais x e y. 

1(1) (Iberoamericana-85) A cada inteiro positivo n chama-se um inteiro 
nao negativo f(n) de tal maneira que se satisfaqam as seguintes 
rondiqoes: 

• (i) f(rs) = f(r) + f(s) 

• (ii) f(n) = 0, sempre que o digito das unidades de n seja 3. 

• (iii) f(io) e zero. 

('alcule f(i985). Justifique sua resposta. 

17) (Cone Sul-98) Determine todas as funqoes f tais que: 

f(x 2 ) - f(y 2 ) + 2x + 1 = f(x + y).f(x - y) 

Hiiaisquer que sejam os numeros reais x, y. 

18) (Hong Kong-97) Seja f uma funqao tal que f(x + y 2 ) = f(x) + 2(f(y)) 2 e 
l( 1) ^ 0. Determine 0 valor de f(i996). 

19) (Irlanda-96) Seja K o conjunto de todos os numeros reais x com o < x 
1. Seja f uma funqao de K para o conjunto de todos os numeros reais 5 R 

com as seguintes propriedades: 

(i) f(i) = 1 

(ii) f(x) > 0 para todo x e K 

(iii) se x, y e x + y cstao todos em K, entao f(x + y) > f(x) + f(y). 

Prove que f(x) < 2x para todo x e K. 

20) (Romenia-81) Determine se existe uma funqao injetora f: 9 t ->91 com 
,1 propriedade: f(x 2 ) - f 2 (x) > 1/4. 
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21) (Leningrado-88) As funcoes f(x) e g(x) sao definidos na reta real tal 
que elas satisfazem as seguintes condigdes: para todos numeros reais x e 
y» f(x + g(y)) = 2x + y + 5. Determine uma expressao para a fungao 
g(x + f(y)). 

22) (Hong Kong-88) Se f(x)f(y) - f(xy) = x + y para todos os reais x e y, 
determine f(x). 


23) (Hong Kong-98) Seja f uma fungao com as seguintes propriedades: 

(i) f(n) e definida para todo inteiro positivo n; 

(ii) f(n) e um inteiro positivo; 

(iii) f(f(m) + f(n)) = m + n para todo men. 

Determine f(i997). 

24) (International Mathematical Talent Search) Prove que se f(x) e uma 
fungao real nao constante tal que para todo x real, 
f(x +1)+f(x -1) = Vif(x), entao f(x) e periodica. Qual e o menor valor de 
p, p > 0, tal que f(x + p) = f(x) para todo x? 

25) A funcao f: IR-HR satisfaz x + f(x) = f(f(x)) para todo x e IR. 
Determine todas as solugoes da equagao f(f(x)) = 0. 


26) (Grecia-2000) Seja f: N -»51 uma fungao tal que f(i) = 3 e 

a \ \ f(2m)+f(2n) 

f (m+n)+f (m — n)—m+n—1 = — --—-—para todos os mteiros nao 

negativos m e n (m > n). Determine a expressao de f(m). 

27) (IMO-1979 Shortlist) Dada uma funcao f: IR-HR, se para todos os 
numeros reais x e y a igualdade f(xy + x + y) = f(xy) + f(x) + f(y) e valida, 
prove que f(x + y) = f(x) + f(y) para os numeros reais x e y. 


28) (IMO-1992 Shortlist) Determine todas as fun goes f: IR+-»IR + tais 
que f(f(x)) + af(x) = b(a + b)x. 

29) (India Preparagao IMO-2003) Determine todas as fungoes f: IR->IR 
tais que, para todo x, y € IR, nos temos: 

f(x + y) + f(x)f(y) = f(x) + f(x) + f(xy). 


30) (Ucrania-2006) Determine todas as fungoes f:IR->IR tais que: 

f(xf(x) + f(y)) = x 2 + y. 
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31) (Iberoamericana-93) Seja N* = {1, 2, 3, ...}. Ache todas as fungoes f: 
N* —» N* tais que: 

1) se x < y, entao f(x) < f(y). 

ii) f(y.f(x)) = x 2 .f(xy), para todos os x, y e N*. 

32) (Iberoamericana-87) Encontrar as fungoes f(x) tais que: 

[f(x)] 2 .f I —— I = 64X para x * 0, x* 1, x # - 1. 

{i + xj 


33 ) (Iberoamericana-88 banco) Determine as fungoes crescentes f, 
definidas nos naturais tais que: 

f(o) = 2 e [f(n + 1) - 1] 2 + [f(n) - 1] 2 = 2f(n).f(n + 1) + 4. 


34) (Bielo Russia-95) Determine todas as fungoes f: tais que 

l'( f(x + y)) = f(x + y) + f(x)f(y) - xy para todos x, y s 91 . 

35) (IMO-83) Determine todas as fungoes f(x) definidas no conjunto 
(Ios reais positivos que assumem valores reais positivos e satisfazem: 

i) f(x(f(y)) = yf(x) para todo x, y; 

ii) f(x) tende para 0 quando x tende para o infmito. 

36) (IMO-86) Determine todas as fungoes f(x) definidas no conjunto dos 
reais nao negativos e que assumem valores reais nao negativos tais que: 

i)f(2) = o, 

ii) f(x) * 0 para o < x < 2, e 

iii) f(xf(y)).f(y) = f(x + y) para todo x, y. 


37) (IMO-96 Shortlist) Seja f uma fungao com dominio nos numeros 
reais 51 e imagem em 51 , tal que para todo x e 51 , n6s temos |f(x)| < 1 e 
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r( x+— |+f(x)=f| x+—■ l+fl x+— 


7) 


. Prove que f e uma fungao 


periodica, isto e, existe um numero real nao nulo c, tal que f(x + c) = f(x) 
para todo x e 51 ). 


38) (IMO-2010 Shortlist) Determine todas as fungoes f: Q + -»Q + tais que 
para todos os x, y e Q + : f(f(x) 2 y) = x 3 f(xy). 


39).(IMO-20o8 Shortlist) Determine todas as fungoes f: (o, <»)-Ko, 00) 


tais que ^ . =--- para todos os numeros z, x, y, z 

f(y 2 ) + f(z 2 ) 

satisfazendo wx = yz. 


y 2 +z* 

















Monicas em Ollmmmtas tie Matemattca - Funcoes 


40) (Austria-97) Prove que nao existe fungao f: Z — > Z tal que 
f(x + f(y)) = f(x) - y para todos os inteiros x, y. 

41) (Romenia-97) Determine todas fungoes continuas f:IR—»[o, cc) tais 
que para todo x, y e IR, f(x 2 + y 2 ) = f(x 2 - y 2 ) + f(2xy). 

42) (Africa do Sul-97) Determine todas as fungoes f:Z-»Z que satisfazem 
f(m + f(n)) = f(m) + n para todos m, n e Z. 

43) (IMO-2005 Shortlist) Determine todas as funcoes f:IR—»IR tais que 
f(x + y) + f(x)f(y) = f(xy) + 2xy + 1 para todos os numeros reais x e y. 

44) (IMO-2007 Shortlist) Determine todas as fungoes f:IR^->IR 4 5 6 
satisfazendo f(x + f(y)) = f(x + y) + f(y) para todos os numeros reais 
positivos x e y. 

45) (Japao-2011) Determine todas as fungoes f: IR-»IR tais que 
f(f(x) - f(y)) = f(f(x)) - 2x 2 f(y) + f(y 2 ) para todos x, y e IR. 

46) (Inglaterra-92) Seja f uma fungao com dominio nos inteiros 
positivos e imagem nos inteiros positivos. Suponha que: f(n + 1) > f(n) e 
f(f(n)) = 3n para todos os inteiros positivos n. Determine f(i992). 


2.5. EXERCICIOS PROPOSTOS - PARTE B 

1) Determine todas as fungoes f: 95-»95 tais que f(x + y) - f(x - y) = 2f(y). 

2) Determine todas as fungoes f: 95 —>35 tais que f 2 (x) = f(x + y)f(x - y). 

3) Determine todas as fungoes f: 95-»95 tais que: 

f(x + y)f(x - y) = [f(x)f(y)] 2 . 

4) Determine todas as fungoes continuas f: 95->95 tais que: 

f(x + y) = f(x) + f(y) + f(x)f(y). 

5) Determine todas as fungoes f: 35—>91 tais que f 2 (x) = 1 + xf(x + 1). 

6) Seja f uma fungao com as seguintes propriedades: 

(1) f(n) e definida para todo inteiro positivo n; 

(2) f(n) e um inteiro; 
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(:?) f(2) = 2; 

(4) f(m.n) = f(m).f(n) para todo men; 

(f>) f(m) > f(n) quando m > n. 

Prove que f(n) = n para n = 1, 2, 3,... 

7) (Irlanda-99) Uma fungao f: N —> N (onde N denota o conjunto dos 
inteiros positivos) satisfaz: 

(1) f(ab) = f(a)f(£>) quando o maior divisor comum entre a e b e 1. 

(2) f(p + q) = f(p) + f(g) para todos os numeros primos peg. 

Prove que f(2) = 2, f(3) = 3 e f(i 999 ) = t 999 - 

«) (Autria-94) A fungao f: 31->95 satisfaz para todo x e 95 as condigoes 
f(x + 19) < f(x) + 19 e f(x + 94) > f(x) + 94- Prove que f(x + 1) = f(x) + 1 
para todo x e 95 . 

9) (Espanha-2000) Consideram-se as fungoes reais de variavel real f(x) 
<la forma: f(x) = ax + b, sendo aeb numeros reais. Para quais valores de 
aeb verifica-se f 2000 (x) = x para todo numero real x. 

| Nota: Define-sc f 2 (x)'= f(f(x)), D(x) = f(f(f(x))), e em geral, f"(x) = 
f(f n-1 (x)) = f(f(...f(x))...)) n vezes] 

10) (Suecia-93) Sejam aeb numeros reais e seja f(x) = i/(ax + b). Dado 
que existem tres numeros reais distintos Xi, x 2 , x 3 tais que f(xO = x 2 , f(x 2 ) 

x 3 e f(x 3 ) = Xi, prove que a = - b 2 . 

11) (Africa do Sul-94) Determine todas as fungdes f tais que 
f(x)f(y) - f(xy) = x + y para todos os valores reais de x e y. 

12) (Hong Kong-96) A fungao f satisfaz f(x) + f(y) = f(x + y) - xy - 1, 
para todos os reais x, y. Se f(i) = l, determine todos os inteiros negativos 
lais que f(n) = n. 

13) Seja/: R R continua e tal que J{x).f(J(x)) = 1, para todo x. Se 
/(1000) = 999. calcule/Aoo). 

14) (Iberoamericana-90) Seja f uma fungao, definida no conjunto dos 
inteiros maiores ou iguais que zero, que verifica as duas condigoes 
seguintes: 

•(I) Se n = 2i - x, para n = o, 1, 2,..., entao f(n) = 0; 

•(II) Se n * 2 > - 1, para n = o, 1, 2,..., entao f(n + 1) = f(n) - 1. 
a) Demonstrar que para todo inteiro n, maior ou igual que zero, existe 
um inteiro k, maior que zero, tal que: f(n) + n = 2 k - 1 

(b) Calcular f( 2 ‘ 99 °). 
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15) Suponha que / satisfaga a equagao: 
Calculei(3). 


2f(x) + 3ff 2x+2 ^ | = ioox+8o. 

I x — 2 ) 


16) (Putnam-59) Determine todas as fungoes f com dominio e imagem 
nos numeros complexos tais que: 

f(z) + zf(i - z) = 1 + z para todo z. 

17) (Italia-97) Seja f uma fungao real de variavel real que verifica as 
condigoes: 

(i) f(io + x) = f(io - x) 

(ii) f(20 + x) = - f(20 - x) 

para todos os valores reais de x. Demonstre que f e uma fungao impar e 
periodica. 


18) (IMO-68) Seja f uma fungao real definida para todos os numeros 
reais, tais que para todo a > o tem-se 

f(x + a) = -+Vf(x)-f(x) 2 
2 

Prove que f e periodica, e mostre um exemplo de tal fungao para a = 1. 

19) (Argentina-2005) Determine todas as fungoes f: IR->IR tal que Vx, y 
e IR tem-se f(xf(x) + f(y)) = f(x) 2 + y. 

20) (Italia Seletiva IMO-99) a) Determine todas as fungoes estritamente 
monotonas f:IR—»IR tais f(x + f(y)) = f(x) + y, para todos os reais x, y. 

b) Se n > 1 e um inteiro, prove que nao existe fungao estritamente 
monotona f: IR—HR tal que f(x + f(y)) = f(x) + y 11 para todo real x, y\ 

21) (India Regional-2006) Seja X o conjunto de todos os inteiros 
positivos maiores ou iguais a 8 e seja f: X-»X uma fungao tal que f(x + y) 
= f(xy) para todo x > 4, y > 4. Se f(8) = 9, determine f(g). 

22) (India Seletiva IMO-2010) Determine todas as fungoes f:IR-HR tais 
que f(x + y) + xy = f(x)f(y) para todos os reais x, y. 

23) (Macedonia-2006) Determine todas as fungoes f:IR-HR tais que 
para todos x, y, z, f(x + y 2 + z) = f(f(x)) + yf(y) + f(z). 

24) (Quirguistao-2009) Para a fungao f:IR->IR tal que f(x 2 + x + 3) + 
2f(x 2 - 3x + 5) = 6x 2 - iox + 17. Calcule o valor de f(20O9). 
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25) (Bulgaria-98) Seja 9 t + o conjunto dos numeros reais positivos. Prove 
que nao existe nenhuma fungao f: 9 I + -» 9 t + tal que 

(f(x)) 2 > f(x + y)(f(x) + y) 

I iara quaisquer x e y reais. 

26) (Noruega-96) Seja f: N N (isto e, ambos x e f(x) numeros naturais) 
la! que f(f(i 995 )) = 95 , f(xy) = f(x)f(y), e f(x) < x. Calcule todos os 
valores possiveis de f(i995)- 

27) (OBM-98) Determine todas as fungoes f : N —> N que satisfazem 
I(2f(x)) = x + 1998 para todo x e N = {o, 1, 2,...}. 

28) (Hong Kong-99) Determine todas as fungoes f: 9 l-» 9 t tais que 

f(x + yf(x)) = f(x) + xf(y) 

para todos x,y e 9 b 

29) (OBM-2001) Determine todas as fungoes/: R -> R tais que 

fix) =f[-x) efix + y ) =M +M + 8xi J + 11 5 
para todos os reais x e y. 

30) (OBM-2003) Seja f: IR* + IR*, uma fungao tal que 

/(x)/(y)-/(*./> = ;;+7, 

y x 

quaisquer que sejam os reais nao nulos x e y . 

(a)Calcule/i) 

(I)) Encontre uma formula para/(x) 

31) (OBM-2011) Seja/uma fungao dos reais nao nulos nos reais nao 
uulos tal que 

• (/(x) + /(y) + /(z)) 2 =(/(x)) 2 + (/(y)) 2 +(/(z)) a para todos x, y, z 

reais nao nulos tais que x + y + z = 0; 

• f (-x) = -fix) para todo x real nao nulo; 

• ./(2011) = 1. 

Encontre 0 inteiro mais proximo de/33). 
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Tecnicas em Olimpiadas tie Matemtitica - Desiauaitiaties 


DESIGUALDADES 


3.1. RELEVANCIA E AJ'UCACAO 

Desde o initio das competigoes de olimpiadas de matematica esta 
parte da algebra sempre foi cobrada com certa regularidade, 
principalmente nas prova de olimpiadas nacionais e internacionais. 
Inicialmente, cobrada apenas nas provas de ensino medio, mais 
recentementc algumas olimpiadas internacionais de ensino fundamental 
tem vindo com questoes de desigualdades. 

As questoes de desigualdades possuem um certo padrao, onde 
deve-se demonstrar que uma expressao algebrica e sempre maior ou 
igual, menor ou igual, maior ou menor que outra expressao algebrica ou 
numero. 

3.2. RESUMO TEORICO 


Desigualdade do Rearranjo: Sejam ai < a 2 < ... < a„, ondc ai e IR, e 
seja S = aibi + a 2 b 2 + ... + anb n , ondc (bi, b 2 ,..., b n ) e uma reordenagao de 
(ai, a 2 ,..., a„). Entao: 

afl,, + a 2 a n _ t +... + a n a t < S < of + a 2 2 +... + a 2 n 


Desigualdade modular: Sejam ai, a 2 ,..., a n numeros reais. Entao: 
|a, + a 2 + ... + a n | ^ |a,| + |a 2 | + ... + |a n | 


Desigualdade de Jensen: Se ai, a 2 ,..., a n sao numeros reais entao: 

f f(x 1 ) + f(xJ + ...+f(x n )^,/x 1 + x 2 +... + x n ' 

1) Se f e convexa, entao — 1 ---— > t —---- 

n V n 

f f(x 1 )+f(x 2 )+...+f(x n )^. r fx 1 + x 2 + ... + x n 

2) Se f e concava, entao — 1 -—-— < t —--- - 


Desigualdade Entre as Medias Aritmetica e Gcometrica: Dados 
n > 1 reais positivos ax, a 2 ,..., a n , Entao: 


a„ _ /-^ n 

-a->iya 1 a 2 ...a n Z- --— 


+ — + ...+— 

3i a 2 a n 

ocorrendo a igualdade se e so se ai, a 2 ,..., a n forem todos iguais. 


Desigualdade de Cauchy: Sejam ai, a 2 ,..., a n , bx, b 2 ,..., bn 
nao todos nulos (n > 1). Entao: 


laA +...+a n b n |< +-+a* V b ? + - +b n 


reais dados, 
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\lem disso, teremos a igualdade se e so se os ai e os bi forem 
proportionals, isto e, se e so se existir um real positivo X tal que bi = >.ai 
para todoi. 

I iosigualdade de Cliebychev: Sejam ai,..., an, bi,..., bn reais, com 
,1, a 2 < ... < a„ e bi < b 2 < ... < b n . Entao 

com igualdade se e so se ai = a 2 = ...= a n ou bi - b 2 - b n . 


Desigualdade entre as Medias de Potencia: Sejam x < y reais 
positivos. Entao, para todos Qi, a 2 , a n reais positivos , vale: 


<7 


+ a^ + ...+a% 


com igualdade se e so se Ch, a 2 , a rt forem todos iguais. 


Desigualdade de Minkowsky: Sejam a h a 2 ,..., a», b h b 2 ,..., bn 
I lositivos ep um real maior que l. Entao: 


^(a x + b x ) p +...+(a n +b n ) p < +...+ a{J +^fbJ+...+b^ 


reais 


EXEMPLOS RESOLVIDOS 


1) (Canada-71) Sejam x e y numeros reais tais que x + y - l. Mostre que: 


( 0 

0 

n— 

1 +- 

\ xj 

yJ 


Solugao: 

I )esenvolvendo: S = l + l/x + l/y + l/xy = 1 + (x + y)/xy + l/xy = 1 + 2 /xy 
Noteque: (Vx-Vy) 2 = x+y-2^>0 => 4 xy<(x + y ) 2 => 

xy <1/4 => i/xy > 4 


Entao S = 1 + 2/xy >1 + 8 = 9 



^9 


2) (Belgica-86) Prove que, para todo numero natural n, nos temos 



Solugao: 
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p 


Sabe-se que l + 2 + 3 +... + n = 


n(n +1) 


Aplicando a desigualdades entre as medias aritmetica e geometrical 


n + l 


= 1 + 2+3 + . ::± n^^-—- 


n + l. 


:^n! 


n!< 


n + i 


3) (Russia-62) Sao dados quatro numeros positivos a, b, c, d, e sabe-se, 
que abed = 1. Prove que: 

a 2 + b 2 + c 2 + d 2 + ab + ac + ad + be + bd + dc > 10. 

Solu^ao: 

Pela desigualdade entre a media aritmetica e a media geometrica: 

I) a 2 + b 2 + c 2 + d 2 > 4^/(abcd ) 2 => a =+ b 2 + c=> + d*> 4 

II) ab + ac + ad + be + bd + dc > 6^/(abcd) 3 => 

ab + ac + ad + be + bd + dc > 6 

Somando as duas desigualdades: 

a 2 + b 2 + c 2 + d 2 + ab + ac + ad + be + bd + dc > 10 


4) (Inglaterra-82) Se H n = 1 + -^-+ — + ...+—, n > 2, prove que 

n(n + i) a - n < H n < n - (n - i)n & , 
onde aeb saotermos dados em fungao denpelas equagoes 

an = 1 e b{n - l) = - l. 

Solu^ao: 


1— + 


l— I+... + I 1-- 


I)n-H n ^i- i | + 

Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica: 

n-Y 


n-H n >(n-1) 


1 

n-i 




H n -n<-(n-i)n 


fe) 


=> H n < n - (n - i)n b onde b = - i/(n - 1) 


II) n + H„ =p+—J+p + —j+p+—J +—+p + " 

Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica: 


n+H„ >n 


(2) 


n + l 


= n(n + i)n => H n + n>n(n + i) 11 


H n > n(n + i) a - n onde a = l/n 
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r) CAPMO-89) Seja Xx, x 2 , Xn numeros reais positivos, e seja S - x, + x 2 

s 2 s 3 s n 

1 ... + Xn. Prove que (i + xJ(i + x 2 )...(i + xJ<i + S+—+—+...+—• 

I Via desigualdade entre a media aritmetica e a media geometrica tem-se 


<|uc a 1 a 2 ...a n < 


a, + a 9 + ... + a„ 


Pazendo ai = (l + Xi) 3.2 — (1 + X2) (1 + Xn) . 

. , , fi + x.+i+x„ + - + i+x n Y f n + S 

(m-x 1 )(i + x 2 )...(i + x„)<^-~ J -{ n 

A expansao binomial de (i + S/n) n nosdiz que. 

SY S n(n-i) S 2 n(n-i)(n-2) S 3 

«+- =l+n.-+- ., —--7+-Ti -3 + - + 


1+ s 


n J 


n (n - i)...(n -k + i) S k 

k! 


+- =i+S+--•—+ 

n 2! 


2! n 2 3 ! 

gn-i g n 

n-i S 2 n-i n-2 S 3 


- + ...+- 


n 


1 ... + n.- 


n 3! 


n-i 11-2 n-lc + i S k 
n n n k! 


S n 


n-l n-2 n-k + i^, i +orr ,„ c mio . 
(imio, para n > l, -.--—- - 1 temos que. 

r n n n 


n n 


(i + x 1 )(i + x 2 )...(i + x n )<i+S+|y+|^+...+|7 


(>) (Inglaterra-92) Dados 4 numeros reais positivos a, b, c e d, prove que 


12 


1 1 , 1 , 1 
- <-- +-1--r + " 


—f —+i+—+4- 


a i-b + c + d a+b^a + c a + d b + c b + d c + d 4 V& b c d J 

!)A°de U sigu 0 aldade entre a media harmonica e a media aritmetica nos diz 
c(tie, sendo x„ x 2 ,x n numeros reais positivos: 

_n _, x, +x„+- + x n 

J_ + JL + ... + +" 

Xj x 2 X n 

Aplicando esta desigualdade para i/(a + b), i/(a + c), i/(a + d), i/(b + c), 
l/(b + d) e i/(c + d) temos: 

_6_=* 

3a -1- 3b + 3c + 3d 6va + b a+c a + d b + c b + d c + dy 
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1 1 1 1 , 1.1 

- <-+ - + - + - - + - - -+- 


a + b + c + d a + b a + c a + d b + c b + d c-i-d 

II) Aplicando agora a desigualdade para l/a e l/b, l/a e l/c, ... temos: 


l _i 

2 - a + b 


< 

a + b 2 


l l 
-+— 
< a c 

a + c 2 


CL 1 IJ w. i v. 

Dividindo por 2 os dois membros das 6 desigualdades obtidas e somando 
todas, temos: 


l i l lfiiii li 

-+—!—+...+——<-\-+-+-+- + -+-+T 


a + b a+c 


c + d 4^a b a c 


c d 


1 - + ^ + _2_ + ^ + -^- + ^<3fi + A + i + l 


a+b a+c a+d b+c b+d c+d 4^a bed 


7) (Irlanda-99) Sejam a, b, c e d numeros reais positivos cuja soma e 1. 

2 i 2 2 J2 1 

Prove que: —+ 2 L _+- ->—, com igualdade se e somente se 


a+b b+c c+d d+a 2 
a = b = c = d= i/ 4 - 

Soluqao: 

Sejam: ai = Va+b a 2 = Vb + c a 3 = Vc + d a 4 = vd + a 


bi = 


Va + b 


b 2 = 


bq — 


b 4 = 


t _ VbTc -v/c + d Vd + a 

Pela Desigualdade de Cauchy para 4 numeros: 


(ai 2 + a 2 2 + a 3 2 + a 4 2 )(bi 2 + b 2 2 + b 3 2 + b 4 2 ) h (aibi + a 2 b 2 + a 3 b 3 + a 4 b 4 )~ 

[(a + b) + ft) + c) + (c + d) + (d + a)].S > (a + b + c + d) 2 =i> 

2(a + b + c + d).S>(a + b + c + d) 2 => S>(a + b + c + d)/2 => Si 1/2 


8) (USAMO-74) Prove que se a, b e c sao numeros reais positivos, entao: 

a a b b c c > (abc) (a+b+c)/3 . 

Solucao: 

Como f(x) = In x x e uma fungao convexa, entao pcla Desigualdade de 
Jensen: f(a) + f(b) + f(c) > 3f[(a + b + c)/3] => 


In a a + In b b + In c c > 3. In 


a + b + c 


(a+b+c)/3 


lna a b b c e >ln 


a + b + c 


a+b+c 


a ll b b c c > 


a + b + c 


a+b+c 


Pela Desigualdade entre a media aritmetica e a media geometrica: 
(a + b + c)/3 > (abc) 1 ^ => a a b b c c > (abc)( a+b + c V 3 


9) (USAMO-97) Prove que, para todos numeros reais positivos a, b, c: 
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1 


1 


1 


a 3 + b 3 +abc b 3 +c 3 + abc c 3 + a 3 +abc abc 

Solucao: 

A desigualdade (a - b)(a 2 - b 2 ) > o implica as + bs > ab(a + b) 
1.1 c 


Kntao 


a 3 +b 3 +abc ab(a + b) + abc abc(a + b + c) 

1.1 a 


Analogamente: 

1 


b 3 + c 3 + abc bc(b + c) + abc abc(a + b + c) 
1 b 


+ a 3 + abc ca(c + a) + abc abc(a + b + c) 


’ortanto: 

1 


a + b + c 


a :l + b 3 + abc b 3 + c 3 + abc c 3 +a 3 +abc abc(a + b + c) abc 

10) (Vietna-98) Sejam Xi, x 2 ,..., x n (n > 2) numeros positivos satisfazendo 
1 1 v 1 1 


-+...+- 


Xj+1998 x 2 +1998 x n +1998 1998 


. Prove que 




x 2 ...x n 

— >1998. 


1998 


n-l 

1998 


y n : 


1998 


Noluqao: 

bejam yj x ^ +199 g> J's x., + 1998’ ’’ x n +i998 

rada n temos que Vi + y 2 + ... + y n = l. 

Assim: 1 — yi = y2 + y3 + ... + yn, 1 — y2 = yi + y3 + ••• + yn, • 
1 — yn = yi + y2 + ... + yn-i 

Pela desigualdade entre as medias aritmetic a e geomet rica: 
i-y 1 >(n-l>-^y 2 y 3 ...y n i-y 2 >(n-i>i-^y 1 y 3 ...y n ... 

i-y„>(n-i) n -^ yi y 2 ...y n .i 
Multiplicando todas estas desigualdades: 

(1 - yO(i - y 2 )...(i - y n ) > (n - i) n yiy 2 ...yn => 
l ZZLiZZ^...lZZlL> (n _ l) n 

>’i y 2 y n 

- X * -- (i = 1, 2,..., n), entao: 


. Entao, para 


Kntretanto, como 


Yi t 998 


x,x 2 ...x n > i998 n (n - x) n => A x 2- x n .> 199 g 

n-l 
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li) (IMO-95) Sejam a, b, c numeros reais positivos com abc = 1. Prove 

1 1 1 o 

que -T-+—- ■+ ->■£. 

a 3 (b + c) b 3 (c + a) c 3 (a + b) 2 

Solucao: 

Sejam x = (l/a), y = (i/b), z = (l/c) 

Entao 

g _ 1 , 1 1 1 x 3 yz | y 3 xz | z 3 xy _ x 2 y 2 z 2 

a 3 (b+c) b 3 (c+a) c 3 (a+b) x+y x+z x + y y+z z-f-x x+y 

Sejam: ai = jy+z a 2 = Vz + x a 3 = Jx+y 

bx=7^ b 2=T X= b 3 = -J=. 

Vy+z Vz+x V x+ y 

Pela Desigualdade de Cauchy: 

(ai 2 + a 2 2 + a 3 =)(b, 2 + b 2 2 + b 3 2 ) > ( ai bi + a 2 b 2 + a 3 b 3 ) 2 => 

[(y + z) + (z + x) + (x + y)].S £ (x + y + z) 2 => 

2(x + y + z).S>(x + y + z) 2 => S>(x + y + z)/2. 

Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica: 
s >x±Z±^3^3 = 3 

3 222 

A igualdade ocorre se e somente se x = y = z = 1, que e equivalente a 
a = b = c = 1. 


3*4* EXERCfCIOS PROPOSTOS - PARTE A 

1) Sejam a, b e c numeros reais positivos. Prove que: 

(b + c)(c + a)(a + b) > 8abc. 

2) Se a, b e c sao positivos e a + b + c = 1, entao prove que -+— + ->9. 

abc 


3) Se a > o, b > o, prove que -^ + -^>>/a + Vb . 

vb v a 


4) Se a > o, b > o, c > o, Prove que —+— + — >a + b + c. 

abc 

5) Demonstrar que se x, y, z sao numeros reais positivos, entao: 

x y z 3 
-+ —— +->-. 


y + z x + z x + y 2 
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<>) (OBM-2001) Prove que (a + b)(a + c) > 2Vabc(a + b + cj para quaisquer 
mmicros reais positivos a, b e c. 

4 (Teste SeleQao Cone Sul-94) Sejam a, b, c, d numeros reais positivos. 
1 1 4 16 64 

Trove que — + — + — + — >----. 

a b c c a+b+c+d 

H) ('Teste Selecao Cone Sul-2000) Prove que 

as + b 3 + c 3 + isabc < 2(a + b + c)(a 2 + b 2 + c 2 ), 
para todos os a, b, c reais nao negativos. 

<>) (lrlanda-98) Prove que se a, b, c sao numeros reais positivos, entao: 

9 


(1 


di) 


<2 


ill 
- + --+- 


a + b + c la + b b + c c + a 


1 1 11(111 

_ + _ + - <— | -+—+- 


a + b b + c eta 2^a b c 


10) (APMO-91) Sejam ai, a 2 ,a n , bi, b 2 ,..., bn numeros reais tais que ai 
1 a- + ... + a n = bi + b 2 + ... + b n . Mostre que: 

a? ] a 2 [ >>t| < ^ a, +a 2 + ... + a n 


& t + 'b 1 a 2 + b 2 




11) (Rioplatense-2003) Sejam x, y, z numeros reais positivos tais que x 2 

1 y 2 + z 2 = 1. Prove que x 2 yz + xy 2 z + xyz 2 < —. 

3 

12) (IMO-87) Sejam Xi, x 2 ,..., x n numeros reais satisfazendo X1 2 + x 2 2 + 
... 1- x n 2 = 1. Prove que para todo inteiro k > 2 existem inteiros ai, a 2 ,..., 
an, nao todos nulos, tais que |ai| < k - 1 para todo i, e: 

^ (k-i)Vn 

I + a 2 X 2 + - + a a X n £ k n_ 1 ' 

13) (Ira-98) Seja x, y, z > 1 e —+—+— = 2 .. Prove que: 

xyz 

^x+y+z >Vx-i + 3 /y-i + -v/z-i. 

14) (IIungria-96) Sejam a e b numeros reais positivos com a + b = 1. 

a 2 b 2 ^1 

Prove que -+--> —. 

a+i b+i 3 
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15) (Torneio das Cidades-97) Os numeros positivos a, b, c sao tais que 
abc = 1. Demonstrar a desigualdade: 

111 

-_+— -1-< x. 

n-a+b i + b + c l + c + a 


16) (Asian Pacific-98) Sejam a, b, c numeros reais. Prove que: 



f 

>2 1 + 
\ 


a + b + c^ 
\/abc j 


17) (Noruega-99) Prove que para todos os numeros reais a, b> c, d e e, a 
inequagao a 2 + b 2 + c 2 + d 2 + e 2 > a(b + c + d + e) e valida: 

18) (Austria-Polonia-98) Sejam Xi, x 2 , yi, y 2 numeros reais tais que 
X1 2 + x 2 < 1. Prove que (x 1 y 1 + x 2 y 2 -1) 2 > (xf + x 2 - i)(y 2 + y 2 -1) 


19) (Bielo Russia-99) Sejam a, b, c numeros reais positivos tais que a 2 + 

b 2 + c 2 = 3. Prove que —-—h—-— + —-—> —. 

l + ab l + bc l + ca 2 


20) Prove que 
b, c > o. 


b 3 


a + b + c 


a 2 + ab + b 2 b 2 + bc + c 2 


c 2 + ca + a 2 


para a, 


21) Sendo a, b, c reais positivos tais que - + —+- = i, mostre que: 

abc 

(a - i)(b - i)(c - 1) > 8. 

22) (Romenia-99) Mostre que para todos os numeros reais Xi, x 2 , x n 
tais que xix 2 ...x n = l, a seguinte desigualdade e valida: 

11 1 

-1-h... H-< 1. 

n-i + Xj n-i + x 2 n-i + x n 


23) (Russia-99) O produto dos numeros reais positivos x, y, z vale 1. 

Mostre que se i+!+i>x + y + z entao -l-+-V+ 4 ->x k + v k +z\ para 
x y z x k y k z k " P 

todos os inteiros positivos k. 


24) (Turquia-99) Prove que (a + 3b)(b + 4c)(c + 2a) > 6oabc para todos 
os numeros reais o < a < b < c. 
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L 


(Republicas Tcheca e Eslovaca-99) Para os numeros reais arbitrarios 
.i, h e c, demonstre a desigualdade —+- +—1. 


b + 2c c + 2a a + 2b 


, a 3 b 3 c 3 (a+b + c) 3 . A 

2 (>) (Bielo Russia-2000) Prove que — + — + — >—;- r para todos 

x y z 3(x + y + z) 

us reais positivos a, b, c, x, y, z. 

27) (Inglaterra-2000) Sejam x, y, z numeros reais positivos tais que xyz 
32. Determine o valor minimo de x 2 + 4xy + 4y 2 + 2z 2 . 

28) (Alemanha-2004) Prove que, para todos os numeros reais positivos 
ii, b, c, d, 

a3 + b3 + c 3 + d 3 > a 2 b + b 2 c + c 2 d + d 2 a. 

29) (Estonia-97) Prove que, para todos os numeros reais x e y a seguinte 
desigualdade e valida: 


x 11 + y'" 1 +1 > x^y^ +1 + yVx 2 + 1 . 


30) (Republicas Tcheca e Eslovaca-2005) Sejam a, b, c numeros 
positivos satisfazendo abc = 1. Prove que: 


(a+i)(b + i) (b+i)(c + i) (c+i)(a + i) 4 

31) (Russia-91) Para todos os numeros reais nao negativos x, y, z prove 
que: 

<* + y + z f . 


32) Se a, b, c sao numeros reais positivos, prove que: 

a b c ^ 9 

(b + c) 2 + (c + a) 2 (a + b) 2 4(a + b + c) 

33) Sejam a, b, c numeros positivos com abc = l. Prove que: 

a b c ^ , 

b c a 

34) (Romenia-2007) Para os numeros reais nao negativos x, y, z, prove 
que: 
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Q 

■ > xyz+^|(x - y)(y - z)(z - x)[ 


35 ) (Mexico-2007) Se a, b, c sa o n umero s r eais p ositivos que satisfazem 
a + b + c = 1, proveque Va + bc +>/b + ca +Vc + ab <2. 

36) (Kazaquistao-2008) Sejam x, y, z numeros reais positivos tais que 

1 1 1 Q 

xyz = 1. Prove que -+-+-> —. 

yz + z zx + x xy + y 2 


37 ) (Polonia-2006) Sejam a, b, c numeros reais positivos tais que 
ab + be + ca = abc. Prove que 


l + b 4 


b 4 


c 4 + a 4 


ab(a 3 + b 3 ) bc(b 3 + c 3 ) ca(c 3 + a 3 ) 


>1. 


38) (Balcanica-2001) Sejam a, b, c numeros reais positivos tais que 
a + b + c > abc. Prove que a 2 + b 2 + c 2 > yfeabc. 


39 ) (Rioplatense-2002) Sejam a ; b e c numeros reais estritamente 

positivos. Mostreque f ——+- |f——+i¥—+ 2 j> 1 
vb + c 2Ac + a 2Aa + b 2) 

40) (Russia-2003) Sejam a, b, c numeros reais positivos com a + b + c = 

11 1 000 

l. Prove que -+-h->-+- 

l-a l-b l-c l+a l+b l+c 


41) (Moldavia-2004) Prove que para todos os numeros reais a, b, c > o, a 
seguinte desigualdade vale a 3 + b 3 + c 3 > a 2 Vbc + b 2 Vca + c 2 %/ab . 


42) (Ucrania-2004) Sejam a, b, c numeros reais positivos tais que 
abc > 1. Prove que as + bs + cs ^ ab + be + ca. 

43 ) (Lituania-2006) Sejam a, b, c numeros reais positivos. Prove que: 

1 

a 2 + bc 


1 1 J 1 1 

—^-1-— "h 

b +ca c 2 + ab (ab be 


ca 


44 ) (Bulgaria-2007) Se a, b, c sao numeros reais positivos, prove que: 


(a + i)(b + i) 2 | (b + i)(c+i) 2 | (c + i)(a + i) 2 
3\/c 2 a 2 +1 3\/a b 2 +1 3\/b 2 c 2 +1 


>a + b + c + 3. 


I ■ t > (l5altica-20o8) Se os numeros reais positivos a, b, c satisfazem 


r i b- + c 2 = 3, prove que 


b 2 c 2 

- +- T + - 


2 + b + c 2 2+c + a 2 2 + a + b 2 


(a + b + c) 2 
12 


l<>) (IMO-2008 Shortlist) Se x, y e z sao numeros reais, todos distintos 


ilc i, lais que xyz = l, entao prove que 


(x-i) 2 (y-i) 2 (z-i) 


->i. 


I”) (Romenia-2008) Se a, b, c sao numeros reais positivos com ab + be + 


i .i 3, prove que 


i + a 2 (b + c) i + b 2 (c + a) n-c 2 (a+b) abc 


|H) (IMO-78) {ak} e uma seqiiencia de inteiros positivos distintos. Prove 

11 a n 1 

1 me para todos os inteiros positivos n, 

k=i K k=i K 


l«>) (IMO-90 Shortlist) Sejam a, b, c, d numeros reais nao negativos tais 
que ab + be + cd + da = 1. Mostrc que: 


a 3 b 3 c 3 

-+-r + - 


d 3 


->I 


bi-c + d a + c + d a + b + d a + b + c 3 


:;<*) (IMO-93 Shortlist) Prove que para todos os numeros reais positivos 
,1, l>, c, d temos b + 2c + 3 ^ + c + 2 d + ^ + d + 2a + 3b + a + 2b + 3c " 3' 


:;i) (IMO-96 Shortlist) Sejam a, b e c numeros reais positivos tais que 

ab be , ca ^, 

abc = 1. Prove que —-——— r + 71 —^—i^ +_ 5— IT. T" 1 
1 a 5 + b 5 +ab b 5 +c 5 + bc c 5 + a s + ca 

(juando vale a igualdadc? 

52) (IMO-2000) Sejam a, b, c numeros reais tais abc = 1. Prove que: 
a-i+^Yb-x+-Yc-i+-'l<i. 


vO (IMO-2010 Shortlist) Os numeros reais a, b, c, d satisfazem as 
1 elaqoes a + b + c + d = 6 e a 2 + b 2 + c 2 + d 2 = 12. Prove que: 

36 < 4(a 3 + bs + c 3 + d 3 ) — (a-* + b 4 + c^ + d 4 ) < 48. 
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3.5. EXERCICIOS PROPOSTOS - PARTE B 

1) (Para-2009) Sejam x, y e z numeros reais tais que x + y + z = 5exy + 
yz + xz = 3. Determine o nrinimo e o maximo valor que alguma destas 
variaveis pode assumir. 

2) Se a, b e c sao numeros reais positivos, prove que: 

(i) (a + b + c)(a 2 + b 2 + c 2 ) < 3(a3 + bs + cs). 

(ii) bc(b + c) + ca(c + a) + ab(a + b) < 2(a3 + ba + c 3 ) 

3 ) Prove que se a > 0, b > 0, c > o, d > o, entao: 

a + c)(b + d) > Vab + Vcd 

4) Suponha que a, b, c sao reais positivos. Prove que: 

a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 > abc(a + b + c). 

5) Se a, b, c > o, prove que ab(a + b) + bc(b + c) + ac(a + c) > 6abc. 

6 ) Se n = 2, 3,4,prove que Vi+V 2 + ...+Vn>n. 

7) Prove que se 2x + 4y = 1, entao x 2 + y 2 > 1/20. 

8) Prove que se a, b e c sao numeros de mesmo sinal e a < b < c, entao: 

a3(Z> 2 - c 2 ) + 6s(c 2 - a 2 ) + c 3 (a 2 - £> 2 ) < o 

9) Se a, b, c sao reais positivos, prove que: 

(a 2 b + b 2 c + c 2 a)(a 2 c + b 2 a + c 2 b) > 9a 2 b 2 c 2 

10) Sejam x i; x 2 ,x n +1 numeros reais positivos tais que 

1 1 1 _ 

-+-+...+-= 1. Prove quexix 2 ...xn + i> n 11 * 1 . 

i + x, i + x 2 i + x n+1 


11) Sendo a, b, c reais positivos tais que —+—+— = 1, mostre que: 

a b c 

(a - i)(b - l)(c -1) > 8. 

12) (Inglaterra-96) Sejam a, bee numeros reais positivos. Prove que: 

a) 4(as + (> 3 ) > (a + b) 3 ; 

b) 9(a3 + bs + c 3 ) > (a + b + c) 3 . 

13) (USAMO-78) Dado que a, b, c, d, e sao numeros reais tais que 
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a + b + c + d + e = 8, a 2 + b 2 + c 2 + d 2 + e 2 = 16. 

I vtermine o maximo valor de e. 

14) (Apics-88) Mostre que 3a-t - 4« 3 b + b* > o, para todos os numeros 
reais a, b. 


13) (Irlanda-98) Mostre que se x e um numero real nao nulo, entao: 



U>) (Alemanha-82) Os numeros reais nao negativos a 1; a 2 , .... a n 


satisfazem a ; + a 2 + ... + a n = 1. Mostre que a soma 

a. , _+...+__ 

i + a 2 + a 3 + ... + a n i + a,+a 3 + ... + a n i+a I + a 2 + ... + a n _ 1 
possui um minimo e calcule-o. 

17) (Noruega-95) Seja n um numero natural, e sejam Xi, x 2 , ..., x n , y l; y 2 , 
.... y n > 0. Prove que 

((x 1 + y 1 ) 2 +(x 2 + y 2 ) 2 + ... + (x n +y n ) 2 ). 


1 1 
-■ 


x iYi x 2 y 2 


x n y n 


>411 


18) (OBM-2005) Determine o menor numero real C para o qual a 
desigualdade 


( 1 1 xf 005 + xf 05 + xf 05 +x"° 05 + xr 5 


) > X 1 X 2 X 3 X 4 X 5 


( x ; 25 +xf 5 + x ; 25 +xf+ x f) 


* valida para todos os numeros reais positivos x 3j x 4 , x 5 . 


19) Sejam a,b e c numeros reais tais que (a -fe) 3 +(b-c) 3 +(c-a) 3 =9. 


Prove que 


1 1 

+- 


(a-b ) 2 (a-b ) 2 (c-a) 


■^^3. 


i>o) (Irlanda-2008) Suponha que x, y, z sao numeros reais tais que 
xyz > 1. 

(a) Prove que 27 < (1 + x + y> + (1 + y + z) 2 + (1 + z + x) 2 , com igualdade 
sc e somente se = y = z = 1. 

(h) Prove que (1 + x + y) 2 + (1 + y + z) 2 + (1 + z + x) 2 < 3(x + y + z) 2 , com 
igualdade se e somente se = y = z = 1. 

2i) (Irlanda-2008) Para os numeros reais a, b, c, d tais que a 2 + b 2 + c 2 + 
<1 2 = 1 prove que 

a 2 b 2 cd + ab 2 c 2 d + abc 2 d 2 + a 2 bcd 2 + a 2 bc 2 d + ab 2 cd 2 < 3/32, 
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e determine os casos de igualdade. 

22) (Croacia Seletiva IMO-2006) Assuma que a, b, c sao numeros reais 

q 

para os quais (a + b)(a + c)(b + c) = 1. Prove que ab + be + ca < —. 

4 

23) (Croacia-2004) Se a, b, c sao numeros reais positivos, prove a 

a 2 h 2 r 2 o 

desigualdade -4--1-> —. 

(a-f-b)(a + c) (b + c)(b + a) (c + a)(c + b) 4 


24) (Polonia-2006) Os numeros positivos a, b, c satisfazem a igualdade 
ab + be + ca = 3. Prove que a 3 + b 3 4- c 3 4- 6abc > 9. 

25) (Balcanica Jr.-2011) Sejam a, b, c numeros reais tais que abc = 1. 
Prove que: 

(as + a 4 + a 3 4- a 2 + a + i)(bs + b 4 + b 3 + b 2 + b + i)(cs 4- c 4 4* c 3 4- c 2 + c 4-1) 
> 8 (a 2 + a + i)(b 2 + b + i)(c 2 + c + 1) 


26) (Costa Rica-2009) Sejam x e y numeros reais positivos tais que 
(1 + x)(i + y) = 2. Mostre que xy + —>6. 

xy 

27) (India-2007) Se x, y, z sao numeros reais positivos, prove que: 

(x + y + z) 2 (yz 4- zx 4 - xy ) 2 < 3 (y 2 4 - yz 4 - z 2 )(z 2 4- zx 4 - x 2 )(x 2 4 - xy 4 - y 2 ). 

28) Sejam a, b, c numeros reais nao negativos. Prove que: 

a 2 (b 4- c - a) 4 - b 2 (c 4- a - b) 4 - c 2 (a 4- b - c) < 3 abc. 


29) (Indonesia-2010) Sejam a, b, c numeros reais nao negativos e sejam 
x, y, z numeros reais positivos tais a 4 -b 4 -c = x 4 -y 4 -z. Prove que: 

a 3 b 3 c 3 , 

— 4—-4-—>a 4 -b 4 -c. 


30) (Georgia-2005) Sejam a, b, c numeros positivos satisfazendo abc > 1. 
Prove que a 3 4- b 3 4- c 3 > ab 4- be 4- ca. 


31) (Hong Kong-2005) Sejam a, b, d, c numeros reais positivos tais que 

1 


a 4 -b 4 -c 4 -d = i. Prove que 6(a 3 4-b 3 4 -c 3 + d 3 )>(a 2 4-b 2 +c 2 4 -d 2 ) + 


8 
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32) (Grecia-2011) Sejam a, b, c numeros reais positivos com soma 6. 

I [ermine o valor max imo de: __ 

S = ^/a 2 4- 2bc 4 - ^b 2 4 - 2 ca 4 - ^/c 2 4 - 2ab . 

33) (Sui'ga-2010) Sejam x, y, z e IR + satisfazendo xyz = 1. Prove que: 

(x+y-1) 2 | (y + z-ir + ( Z + x-ir >v ^ y ^ 7 

z x y 


14) (Eslovenia-2010) Sejam x, y, z numeros reais tais que 0 < x, y, z < l. 
I’mve que xyz + (l - x)(i - y)(i - z) < l. 


> 2 . 


35) (Macedonia-2011) Sejam a,b, c, d>oea + b + c + d-i. Prove a 

1111 

ilrsigualdade - - -+---7-*-T +_ u 7" j 

4a + 3b + c 3a + b+4d a + 4c + 3d 4b + 3C + d 

3<>) (Macedonia-20oS) Numeros positivos a, b, c tais que 


, . ,. , a+b + c |a 3 + b 3 +c 3 

(a i- b)(b + c)(c + a) = 8. Prove a desigualdade -> 2 7 l- 


37) (Japao-2006) Para todos os numeros reais positivos Xi, x 2 , x 3 , yi, y 2 , 
v „ Zi, z 2 , z 3 , determine 0 valor maximo do numero real A tal que se 
M = (x 3 + X 3 + X 3 + i)(y 3 + y\ + yg +i)(z? + z 3 + z 3 +1) e 
N = A(Xj + y 1 + zj^ + y 2 + z 2 )(x 3 + y 3 + z 3 ), 
entao M > N sempre ocorre. 


38) (Macedonia-2013) Sejam a, b, c numeros reais positivos tais que 
,11 + b* + c 4 = 3. Prove que: 


- < a 6 + b 6 + c 6 + 6 


a 2 +b 4 +c 6 a 4 + b 6 + c 2 a 6 + b 2 +c 4 

39) (Sui'<ja-20ii) Sejam a, b, c e d numeros reais positivos satisfazendo 

2 11 

a + b + c + d = i. Mostre que: -——:—t:^ 7 t + T 7 

(a + b)(c + d) Vab Vcd 


40) (Baltica-2011) Sejam a, b, c, d reais nao negativos tais que a + b + c + 


4 = 4. Prove que 


a b | c_ f d ^4 

a 3 + g h b 3 +8 + c 3 +8 d 3 + 8 ~ 9 
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polin6mios 

4.1. RELEVANCIA E APLICAQAO 

Topico relativamentc pouco cobrado, principalmente por ser 
ensinado, em geral, na ultima serie do ensino medio. Algumas questdes 
vem surgindo em competigoes nacionais e internacionais de ensino 
medio, mas em numero reduzido. Nao existe urn tipo especifico de 
questao. Os conteudos mais cobrados sao relagoes entre as raizes de um 
polinomio, sinal de determinada raiz e determinagao de um polinomio 
que satisfaz alguma equagao polinomial. 


4.2. RESUMO TEORICO 

Raiz de um Polinomio: Se p(a) = o, o numero a 6 denominado raiz ou 
zero de p(x). 

Grau de um polinomio: Grau de um polinomio p(x) e o maior 
expoente de x entre todos os termos nao nulos dcste polinomio. Ou seja, 
sep(x) = cio + GiX + a 2 x 2 + ... + a n x n , com an & o, entao dp = n. 

Grau do produto de dois polinomios: Sepi ep 2 sao polinomios nao 
nulos, entao o grau de pi.p 2 e igual a soma dos graus de pi e p 2 . Ou seja, 

d(pi.p 2 ) = dpi + dp 2. 


Polinomio Identicamente Nulo: Define-se polinomio identicamente 
nulo como sendo a fungao polinomial p: C^C tal que para todo x 
complexo temos p(x) = 0. 

Polinomios Identicos: Dois polinomios p(x) e q(x) sao 
considerados iguais se e somente se os coeficientes relativos aos mesmos 
expoentes sao iguais. 

Polinomios Equivalentes: Dois polinomios P(x) e Q(x) sao 
considerados equivalentes quando P(x) = k.Q(x), com k ^ o, qualquer que 
seja x complexo. 

Divisao de polinomios: Dados dois polinomios p(x) e h(x) * o, define- 
se a divisao de p(x) por h(x) da seguinte maneira: dividir p(x) por h(x) e 
equivalente a determinar dois outros polinomios q(x) e r(x) de modo que 
se verifiqiiem as duas condigoes seguintes: 

I) p(x) = q(x).h(x) + r(x); 


46 


Tecnicas em Olimpiadas lie Matematica- Polindmios 

ll)r[r(x)]<0[h(x)]. 

I Vorema do Resto: O resto da divisao de um polinomio p(x) por x - a 
i' ig,ual ao valor numerico dep em a. 

I Vorema de D’Alembert: Um polinomio p e divisivel por x - a se, e 
\omente se, a e raiz dep. 

I Vorema Fundamental da Algebra: 

I'oda equagao algebrica P(x) - o, de grau n (n > 1), tern pclo menos uma 
raiz complexa” 

I Vorema da Decomposigao: 

I'odo polinomio P(x) de grau n (n > 1) P(x) = a n x n + an-ix 11-1 + ... + aix + 
a,> (an * o) pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, ou seja, 
l*(x) = a n (x - rd(x - r 2 )...(x - r n ). 


Multiplicidade: Dizemos que r e raiz de multiplicidade m (m > 1) da 
(•(jiiagao P(x) = 0 se, e somente se, P(x) = (x - r) m .Q(x) e Q(;’) # o. Em 
outras palavras, r e raiz de multiplicidade m de P(x) = 0 quando 0 
I)()linomio P(x) e divisivel por (x - r) m e nao e divisivel por (x - r) m +1 . 

IVorema das Raizes Conjugadas: “Seja P(x) um polinomio de grau 
11, n > 2, e de coeficientes reais. Se P(x) admite o numero complexo z = a 
1 bi (b ^ 0) como raiz, entao P(x) admite tambem como raiz 0 numero z 
a - bi, complexo conjugado de z”. Isto e, P(z) = 0 o P( z) = 0 

Relagoes de Girard: Se P(x) = a n x u + a n - ix n _ 1 + a n - 2X 11 _ 2 + ... + aix + 
a () = o (a n ^ 0) cujas raizes sao Xi, x 2 , x 3 ,..., x n 

Xi + x 2 + x 3 + ... + Xn = --^= ± 
a n 

a n o 

XiX 2 + X1X3 + X1X4 + ... + Xn - lXn = —— 

a n 

a n -3 

X1X2X3 + X1X2X4 + ... + Xn-2X„-iXn =-- 


XiX 2 X 3 ...X n = (“ l) n — 
a n 

IVorema de Bolzano: “Sejam P(x) = o uma equagao polinomial com 
coeficientes reais e ]a, b[ um intervalo real aberto. 
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1) Se P(a) e P(b) tem o mesmo sinal, entao existe um numero par de 
raizes reais ou nao existe raizes da equagao em ]a, &[. 

2) Se P(a) e P(i>) tem sinais contrarios, entao existe um numero impar de 
raizes reais da equagao em ]a, b[.” 

Teoremas sobre Raizes Inteiras e Racionais: 

Se P/ q & ® <1 P nm °s entre si) e um numero racional que e raiz do 
polinomio P(x) = a 0 x'> + ape"- 1 + ... + a „ com coeficientes inteiros, entao: 

(1) q e divisor de a 0) 

(2) p e divisor de a n , 

fa) p - mq e um divisor de P(m) para m inteiro. Em particular p - o e 
um divisor de P(i), p + qeum divisor de P(- 1). 

Criterio de Eisenstein: 

. P^ x -^ 7 a °. x ' + aiX " 1 + ••• + an - iX + a n e um polinomio com 
coeficientes inteiros. Se P(x) nao possui raizes inteiras e se existe um 
numero pnmo p, tal que a 0 nao e divisivel por p, ai, a 2 , ..., a n - 1 sao 
divisiveis por pea, nao e divisivel por p 2 , entao p(x) nao pode ser 
atoiado como um produto de dois polinomios com coeficientes inteiros e 
grausmaiores ou iguais ai.” 

Demonstra^ao: 

Suponha mos que P(x) possa ser fatorado como um produto de dois 
polinomios com coeficientes inteiros e graus maiores ou iguais a l. 

Entao: P(x) = G(x).H(x) onde G(x) = b 0 x k + b,x k -1 + + bk e 

H(x) = c 0 x m + CiX m_ 1 + ... + cm m + k = n 

Como a 0 nao e divisivel por p e a 0 = b 0 c 0 , entao b 0 e c 0 nao sao divisiveis 
por p. Como a„ nao e divisive! por p 2 e a n = b„c„, entao pelo menos um 
dos valores b n ou c n nao e divisivel por p. 

Suponhamos que b n nao seja divisivel por p. 

Seja cj 0 primeiro coeficiente de H(x), da esquerda para a direita, que nao 
e divisivel por p. 

Isto e posslvel por que c 0 nao e divisivel por p. 

Entao o j-esimo termo de P(x) e igual a: 

aj = bjC 0 + bj - 1C1 + ... + biCj -1 + b 0 Cj 

Notemos que b 0 cj nao e divisivel por p e todos os outros c’s f Cl Co 
Cj -1) sao divisiveis por p. 

Poitanto aj = bjc 0 + bj _ t Ci + ... + biCj _ x + b 0 cj nao e divisivel por p. 
implicando que aj seja na verdade a 0 . ^ 

Entao G(x) = bo, contrariando o enunciado. 

Resolu^ao de Equa^oes de 3^ grau 

Seja a equagao geral de 32 grau: x 3 + Ax 2 + B x + C = o 

obteremos Substitui<f ‘ 5 ° de transla ? § ° x = y - A/3 na equaqao acima. 
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y 3 + (B - A 2 /3) y + (C - AB/3 + 2A3/27) = o 
e lomando a = (B - A 2 /3) b = C - AB/3 + 2A3/27 
'.iniplificaremos a equaqao do terceiro grau na variavel y, para 

ys + ay + b = o 

(‘omo toda equacao desta forma possui pelo menos uma raiz real, nos a 
encontraremos na forma y = u + v e substituindo y por u + v, na ultima 
cquaqao, obteremos (u + v )3 + a(u + v) + b = o 0 que equivale a: 

111 + v3 + 3uv(u + v) + a(u + v) +b = o ou ainda 
11 ! + v3 + (3uv + a)(u + v) + b = o 

I 'sando esta ultima equaqao e impondo a condiqao para que: 

3uv + a = o -b = ua + v 3 

leremos encontrado valores deuev para os quais y = u + v sera uma 

I aiz da equaqao. Estas duas ultimas condiqoes implicam que 

U3. V 3 = - a 3 /27 U3 + V3 = - b 

< 'onsiderando u3 e v3 como variaveis, o problema e equivalente a resolver 

II ilia cquagao do segundo grau da forma z 2 - Sz + P = 0 onde: 

S = soma das raizes = u3 + v3 e P = produto das raizes = u 3 .v 3 
Assim, basta resolver a equagao do segundo grau z 2 + bz — a3/27 = o 
As raizes sao dadas por: 



(..omo u - e v = $Jy ~, e y = u + v, entao temos que as raizes de y3 + 


ay + b = 0 sao dadas por: 



( ada laiz cubica pode assumir tres valores complexos, mas a equagao u.v 
7 “ a /3 diz que o produto de duas raizes deve ser igual a - a/3. Essa 
formula da as tres raizes de y 3 + py + q = o, e como x = y - A/3, somando 
- A/3 a cada uma, nos dao as tres raizes de xa + Ax 2 + B x + C = 0. 


4.3. EXEMPLOS RESOLVIDOS 

1) Seja o polinomio P(x) = a 0 x u + aoc 11 ~ 1 + ... + a n , com coeficientes 
inteiros. Se P(o) e P(i) sao mimeros impares, entao o polinomio P(x) nao 
possui raizes inteiras. 

Solugao: 

Suponhamos que P(x) possua raizes racionais da forma p/q, onde p e <i 
sao inteiros primos entre si. 

De acordo com o teorema anterior, p - q e um divisor de Pfi), .. 

impar, ou seja, p - q tambem e impar. 
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Como P(o) = a n eimpar epeum divisor de a n , entaoptambem eimpar. 
Como p - q e p sao ambos numeros impares, entao q e um numero par, 
nao podendo ser igual a unidade. Assim p/q nunca vai ser igual a um 
numero inteiro. Portanto P(x) nao possui raizes inteiras. 

2) Seja P(x) = a 0 x n + aix n - 1 + ... + a n um polinomio com coeficientes 
inteiros. Se a 0 , a n e P(i) sao numeros impares, entao a equagao P(x) = 0 
nao possui raiz racional. 

Solugao: 

Vamos supor que P(x) tenha uma raiz racional p/q, p e q primos entre si 
e que a 0 e a n sao impares. 

Substituindo x por p/q, impondo que P(p/q) = o e multiplicando a 
equagao por q n , temos: 

a n p n + a n -ip n - 1 q+ a n - 2 p n - 2 q 2 + ... + aipq*- 1 + a 0 q n = 0 (*) 

Notemos que as primeiras n parcelas sao divisiveis por p: 
p | a 0 q n => p | a 0 => p e impar 
Notemos que as ultimas n parcelas sao divisiveis por q: 
q | a n p n => q | a n => q e impar 

Como p e q sao ambos impares, entao a paridade de cada parcela e 
determinada pelos coeficientes a* do polinomio, e a paridade de 
a n p n + an - ip 11 J q + an - 2 p n _ 2 q 2 + ... + aipq 11 - 1 + a 0 q n = o e determinada 
pela paridade da soma de todos os coeficientes ai. 

Como P(i) = a n + a n -1 + a n - 2 + ... + ai + a 0 , a paridade de P(i) tambem e 
determinada pela soma dos mesmos coeficientes. Entretanto P(i) e impar 
e (*) e par (igual a zero), que e uma contradigao. Portanto P(x) = o nao 
possui raiz racional. 

3 ) (China-81) Se P(x) = x99 4- x 9 8 4- ... 4- x 4- 1, qual e o resto quando 
P(x 100 ) e dividido por P(x)? 

Solu^ao: 

Seja R(x) o resto quando P(x 100 ) e dividido por P(x). Como o grau de P(x) 
e 99, entao 0 grau de R(x) e menor ou igual a 98. 

Como x 100 - 1 = (x - i)(x 99 + x 9 8 + x 97 4- ... 4- x 4 - 1), temos que cada uma 
das 99 raizes xi (1 < i < 99) de x99 + X 9 8 4- X 97 + ... + x + 1 satisfazem xi 100 = 
1. Assim, aplicando cada uma das raizes xi em P(x 100 ) para calcular os 
restos das divisoes de P(x) por x - xi, obtemos: 

P(Xi 100 ) = Xi9900 + Xi 88oo + Xi 7700+ _ + X jiioo + 1 = 

= (Xi 10 °)99 + (Xi 100 ) 88 + (Xi 100 )77 4 - ... + (Xi 100 ) 11 4- 1 :=> 

P(xO = i 4-1 + i 4-... 4-1 4-1 = io, para i tal que i < i < 99 
Seja H(x) = R(x) - 10. Assim, H(xi) = o, 1 < i < 99, ou seja, Xi, x 2 ,..., x 3 sao 
99 raizes de H(x). Entretanto, o grau de II(x) e igual ao grau de R(x), ou 
seja, menor ou igual a 98. Como H(x) possui 99 raizes distintas, entao 
H(x) e o polinomio identicamente nulo, fazendo com R(x) = 10. 
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l) (Canada-70) Dado o polinomio p(x) = x 11 + aix 11 " 1 4- a 2 x n ~ 2 4- ... 4- a n -iX 
1 a n com coeficientes inteiros a f , a 2 ,..., a n , e dado que tambem existem 4 
inteiros distintos a, b, c e d tal que p(a) = p(b) = p(c) = p(d) = 5, mostre 
(|iie nao existe nenhum inteiro k tal que p(k) = 8. 

Solu^ao: 

Analisemos a expressao p(x) = 5 

('omo os inteiros a, b, c, d satisfazem esta equagao, temos que 
l>(x) = (x - a)(x - b)(x - c)(x - d)q(x) 4- 5 

('omo p(x) possui coeficientes inteiros, qualquer valor inteiro x implica 
<|iie p(x) tambem e inteiro. 

Para p(x) = 8 8 = (x - a)(x - b)(x - c)(x - d)q(x) + 5 => 

(x - a)(x - b)(x - c)(x - d)q(x) = 3 

Como nao e possivel decompor 3 como uma multiplicagao de 3 inteiros 
distintos (poderiamos ter no maximo 3 = (—i)(i)(— 3), ou seja, 
multiplicagao de 3 inteiros distintos), entao esta equagao nao possui 
solugoes inteiras. 

5) (USAMO-83) Prove que as raizes de xs 4- ax 4 + bx 8 + cx 2 + dx + e = o 
nao podem ser todas reais se 2a 2 < 5b. 

Solugao: 

Sejam Xi, x 2 , x 3 , x 4 e x 5 as raizes do polinomio 
Se 2a 2 < 5b => 2(xi + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 ) 2 < 

< 5(XiX 2 + XiX 3 4- XiX 4 4- X 1 X 5 4 - X 2 X 3 + X 2 X 4 4- X 2 X 5 4- X 3 X 4 + X 3 X 5 + x 4 x 5 ) => 

2Xi 2 4- 2X 2 2 4- 2X 3 2 4- 2X 4 2 4 - 2X 5 2 - (XiX 2 + X 1 X 3 4- XiX 4 4- Xl X 5 + X 2 X 3 4 - X 2 X 4 + 
X 2 X 5 4- X 3 X 4 4- X 3 X 5 + X 4 .X 5 ) < O 

(Xi 2 - (XiX 2 )/2 4- X 2 2 ) 4- (Xi 2 - (XiX 3 )/2 4- X 3 2 ) 4- (x x 2 - (XiX 4 )/2 4- X 4 2 ) 4 - ... + 
(X 4 2 - (x 4 X 5 )/2 4 - X 5 2 ) < 0 => 

(Xi - X 2 ) 2 /2 4 - (Xi - X 3 ) 2 /2 4- (Xi - X 4 ) 2 /2 4 - ... 4- (X 4 - X 5 ) 2 /2 < O 

()ue torna impossivel que todas as raizes sejam reais 

6) (Russia-2000) Sejam a, b, c numeros reais tais que as equagoes 
x 2 4- ax 4- 1 = o e x 2 + bx 4 - c = o possuem exatamente uma raiz real 
co mum e as equagoes x 2 4 -x 4 -a = oex 2 4 -cx 4 -b = o tambem possuem 
exatamente uma raiz comum. Determine a soma a 4 - b 4- c. 

Solu^ao: 

Seja p a raiz comum de x 2 4 ax 4 l = o e x 2 4 - bx 4- c = o => 

p 2 4 - ap 4 - i = o e p 2 4 - bp 4 - c = o 

Subtraindo: (a - b)p - c + l = o => p = (c - i)/(a - b) 

Seja q a raiz comum de x 2 4 x 4 a = o e x 2 4 -cx 4 -b = o => 
q 2 4 q 4 a = o e q 2 4 -cq 4 -b = o 

Assim: cq-q + b-a = o => q = (a - b)/(c - l) => q = i/p 
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Entretanto, como x 2 + ax + l = o e uma equagao reciproca, entao suas 
raizes sao p e l/p, ou seja, peq, Assim, as equagoes x 2 + ax + l = o e 
x 2 + x + a = o possuem uma raiz comum, que e q. 

Destemodo: q 2 + aq + l = o e q 2 + q + a = o => aq-q-i + a = o => 

q = i 

Note que a^i, pois se a = l entao x 2 + ax + l = x 2 + x + a = x 2 + x + l, 
que nao possui raizes reais. 

Portanto: q = i => 1 + a + l = o => a = - 2 
Analogamente: q = 1 => 1 + c + b = o => c + b = - 1 
Concluimos entao que: a+b+c=~3 

7) (Seletiva IMO-99) Sejam a, b, c, d numeros reais tais que 
a = ^4-Vs-a , b = >/4+V5-b , c = ^4~V5+c ed = >/ 4 + \/5 + d . Calcule abed. 

Solu^ao: 

Elevando ao quadrado duas vezes as equagoes obtemos: 

(a 2 - 4) 12 = 5 - a => a 4 - 8a 2 + 16 = 5 - a a 4 - 8a 2 + a + 11 = o 

(b 2 - 4) 2 = 5 - b => b« - 8b 2 + 16 = 5 - b => b 4 - 8b 2 + b + 11 = 0 

(c 2 - 4 ) 2 = 5 + c => - 8c 2 + 16 = 5 + c => - 8c 2 - c + 11 = o 

(d 2 - 4) 2 = 5 + d => d 4 - 8d 2 + 16 = 5 + d => d* - 8d 2 - d + 11 = o 

Assim, a e b sao 2 das 4 raizes do polinomio P(x) = x4 - 8x 2 + x + 11 e c e 

d sao 2 das 4 raizes do polinomio Q(x) = x4 - 8x 2 - x + 11 

Aplicando x = - c em P(x) temos P(- c) = c4 - 8c 2 - c + 11 = 0 

Aplicando x = - d em P(x) temos P(- d) = d 4 - 8d 2 - d + 11 = 0 

Assim, as raizes de P(x) sao a, b, - c e - d 

Como a multiplicagao das raizes P(x) e igual a 11, temos que 

a.b.(- c)C— d) = 11 => abed = 11 

8) (IMO-93) Seja P(x) = x n + 5x n - 1 + 3, onde 11 > 1 e urn inteiro. Prove 
epe f(x) nao pode ser expresso como o produto de dois polinomios nao 
constantes com coeficientes inteiros. 

Soluqao: 

I) Como P(o) = 3 e P(i) = 9 sao numeros impares, entao P(x) nao 
possui raizes inteiras. 

II) Suponhamos que P(x) possa ser fatorado como o produto de dois 
polinomios nao constantes com coeficientes inteiros: 

P(x) = G(x).H(x) onde G(x) = b 0 x k + bix 1 *- 1 + ... + bk e 
H(x) = c 0 x m + CiX m ~ 1 + ... + Cm k + m = n 

Como P(x) nao possui raizes inteiras, entao os graus de G(x) e H(x) sao 
maiores que 1. 

Como o coeficiente de x 11 em P(x) e 1, e b 0 c 0 x k + m = x 11 b 0 = c 0 = 1 

3 = bk.Cm => bk = l e Cm = 3 ou bk = 3 e c m = 1 
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Notemos que sendo P(x) = aox 8 * * 11 + aiX n _ 1 + ... + a n - ix + a n = x n + 5x n ^ + 3 
us coeficientes ai, a 2 , a n -1 sao todos divisiveis por 5: ai = 5 e de a 2 
ale a n -i todos sao nulos. 

Seja Cj o primeiro coeficiente de H(x), da esquerda para a direita, que nao 
e (1 ivisivel por 5. Isto e possivel porque c 0 nao e divisivel por 5. 

Entao o j-esimo (1 < i < n - 1) termo de P(x) e igual a: 

aj = bjc 0 + bj - 1C1 + ... + biCj -1 + boCj 

Notemos que boq nao e divisivel por 5 e todos os outros c’s (Ci, c 2 , 

e, ,) sao divisiveis por 5. , 

Portanto aj = bjC 0 + bj - 1C1 + ... + biq -1 + boCj nao e divisivel por 5, que e 

uma contradigao. 


4.4. EXERCICIOS PROPOSTOS - PARTE A 

1) 0 polinomio P(x) = x n + aix* 1 - 1 + ... + a n - ix + 1, com ai e R, possui n 
raizes reais negativas. Prove que P(i) > 2 n . 

2) Determine o resto da divisao do polinomio (cos G + x.sen 0 ) n por 
(x 2 + 1), onde n e um numero natural. 

3) Prove que se P(x) = pi(xs) + xp 2 (xs) e divisivel por x 2 + x + 1, entao 
p,(x) e p 2 (x) sao divisiveis por x-i. 


4) Se P(x) e um polinomio de grau n tal que P ara ^ “ 1> 2 ’ 

n 4-1, determine P(n + 2). 

5) (Canada-81) P(x) e Q(x) sao dois polinomios que satisfazem a 
identidade P(Q(x)) = Q(P(x)) para todos os numeros reais x. Se^a 
equagao P(x) = Q(x) nao possui raizes reais, prove que a equagao 
P(P(x)) = Q(Q(x)) tambem nao possui raizes reais. 

6) (Polonia-95) Dado um polinomio P(x) com coeficientes inteiros; 2 
divide P(s); 5 divide P(2); mostre que 10 divide P( 7 )- 

7) (Espanha-96) Sejam a, b, c numeros reais. Consideram-se as fungoes. 
f(x) = ax 2 + bx + c, g(x) = cx 2 + bx + a. Sabendo que |f(- i)| < 1, |f(o)| < l, 
|f(i)| < 1, demonstrar que |f(x)| < 5/4 e |g(x)| < 2. 

8) (Russia-62) Prove que nao existem inteiros a, b, c, d tais que o 
polinomio axs + bx 2 + cx + d e igual a 1 para x = 19 c igual a 2 paia x — 
62. 
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9) (Baltica-96) O grafico do polinomio p(x) = x n + a„ -iX n "> + ... + aix + a 0 
(onde n > 1) cruza a reta y = b nos pontos Bi, B 2 ,B n (da esquerda para 
a direita), e a reta y = c (c * b) nos pontos Ci, C 2 ,C« (da esquerda para 
a direita). Seja P um ponto da reta y = c, a direita do ponto C„. Determine 
a soma: cot (ZB.CiP) + cot (ZB 2 C 2 P) + ... + cot (ZB n C„P). 


10) Seja o polinomio de raizes reais: x 3 + ax 2 + bx + c = o, onde c - ba. 
Prove que este polinomio possui duas raizes opostas. 


11) Se as equagoes seguintes sao verdadeiras: 


x y z 
- 1 -^—+ - 


a+a b+a c+a 
x y t z 
a+P b+p c+P 


x y z 
-^—+-= 1 


a + y b+y c + y 

prove, sem resolver o sistema, que x + y + z = a + a + b + P + c + y. 


12) Sejam p, q e r as raizes da equagao cubica ax 3 - fax 2 + cx + d = o, 
onde a, b, c e d sao coeficientes reais. Dado que arc tan p + arc tan q + 
arc tan r = n/ 4, onde arc tan denota o seu valor principal, prove que: 

a = b + c + d. 


t- 3 ) (OBM-92) A equagao x 3 + px + q = 0 tern tres raizes distintas. Prove 
que p < o. 


14) (Chile-94) Seja x um numero tal que x+— = -1. Calcule x 1 " 4 + ^ 1994 • 

15) (USAMO-84) O produto de duas raizes da equagao x« - i8x 3 + kx 2 + 
200X - 1984 = 0 e - 32. Determine k. 

16) (Grecia-95) Se a equagao ax 2 + (c - b)x + (e - d) = 0 tern raizes reais 
maiores que 1, provar que a equagao ax'* + bx 3 + cx 2 + dx + e = o tern ao 
menos uma raiz real. 

17) Um polinomio P(x) de grau n satisfaz P(k) = 2 k para k = o, 1, 2,..., n. 
Determine P(n +1). 

18) (Italia-97) Determinar todos os polinomios com coeficientes reais 
p(x) tais que (x - i) 2 p(x) = (x - 3) 2 p(* + 2) para todo x real. 
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19) (Russia-2000) Sejam oe/>numeros reais nao nulos que satisfazem a 
rquagao a 2 b 2 (a 2 b 2 +4] = 2(a 6 + b 6 j. Mostre que pelo menos um deles 

nao e racional. 

20) (Moldavia-2000) Os numeros inteiros a,b,c satisfazem a relagao 
a + b + c = o. Mostre que 0 numero 2a 4 + 2b 4 + 2c 4 e um quadrado 
perfeito. 

21) (Russia-2000) Os coeficientes a e 6 da equagao x 2 + ax + b = o e suas 
raizes sao quatro numeros distintos. E possivel determinar a equagao 
usando estes quatro numeros? 

22) (Russia-63) Determine todos os numeros reais p, q, a, b, que para 
lodo x a equagao e verdadeira: 

( 2 X - 1) 20 - (ax + b) 20 = (x 2 + px + q) 10 . 

23) (Baltica-2008) O polinomio P possui coeficientes inteiros e P(x) = 5 
para cinco diferentes inteiros x. Mostre que nao existe inteiro x tal que 
- 6 < P(x) < 4 ou 6 < P(x) < 16. 

24) (Russia-2001) Os valores da fungao quadratica f(x) = x 2 + ax + b 
para dois inteiros consecutivos sao os quadrados de dois inteiros tambem 
consecutivos. Mostre que os valores da fungao quadratica sao quadrados 
perfeitos para todos os inteiros. 

25) (OBM Jr.-96) a, b, c, d sao numeros reais distintos tais que a e b sao 
as raizes da equagao x 2 - 3cx - 8d = o e c e d sao as raizes da equagao 
x 2 - 3ax - 8b = 0 . Calcule a soma a + b + c + d. 

26) (Polonia-94) Ache todos os polinomios P(x) de grau 5, com 
coeficientes reais, tais que (x + l) 3 | P(x) + 1 e (x + 1) 3 | P(x) - 1. 

27) (USAMO-89) Seja P(x) = x" + Cix"- 1 + c 2 x n ~ 2 + ... + c n um polinomio 
na variavel complexa x, com coeficientes reais Ck. Suponha que |P(i)| < 1. 
Prove que existem numeros reais a e b tais que P(a + bi) = 0 e 
(a 2 + b 2 + 1) 2 < 4b 2 + 1. 

28) (IMO-83 banco) Tres raizes da equagao x-i - px 3 + qx 2 - rx + s = o 
sao tan A, tan B, tan C, onde A, B, C sao os angulos de um triangulo. 
Determine a quarta raiz em fungao somente de p, q, r e s. 
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29) (Iberoamericana-85) Calcule as raizes i\ r 2 , r 3 e r 4 da equagao: 
4x4 - ax 3 + bx 2 - cx + 5 = o, sabendo que sao reais, positivas e que: 

r i r o l \ r 4 

_i + _2+_3 +_4 l = 1# 

2458 

30) Prove que se ^2+^4 e uma raiz de um polinomio cubico com 
coeficientes inteiros, entao esta e a unica raiz real deste polinomio. 

31) (Polonia-93) Prove que o polinomio x n + 4 pode ser expresso como 
um produto de dois polinomios (cada um com grau menor que n) com 
coeficientes inteiros, se e somente sene divisivel por 4. 

32) Seja P(x) = (x J 958 + x x 957 + 2)^59 = a 0 + a : x + ... + a n x n . Determine 0 

valor de a Q —-—+a 6 -... 

22 22 

33) (Canada-74) Seja p(x) = a 0 + aix + a 2 x 2 + ... + a n x n um polinomio 
com coeficientes satisfazendo as condigoes: o < ai < a 0 , i = 1, 2,..., n. Seja 
b 0j bi,..., b 2n os coeficientes do polinomio (p(x)) 2 = (a 0 + aiX + a 2 x 2 + ... + 
a n x n ) 2 = = b 0 -1- biX + b 2 x 2 + ... + b n + iX n + 1 + ... + b 2 nX 2n . Prove que 

b„ +1 ^(f(D) 2 . 

34) (IMO-92 Longlist) Mostre que as raizes de x 8 - 92X 6 + 134x4 - 28x 2 
+ 1 sao x = tan (r7i/i5), 1 < r < 15 e mdc (r, 15) = 1. 

35) (Australia-85) Determine todos os polinomios p(x) com coeficientes 
reais tais que p(x).p(x + 1) = p(x 2 + x +1). 

36) (USAMO-77) Determine todo os pares de inteiros positivos (m, n) 
tais que 1 + x n + x 2n + ... + x nm e divisivel por 1 + x + x 2 + ... + x m . 

37) (Putnam-63) Para quais valores inteiros de a, x 2 - x + a divide 

X *3 + X + 90 ? 

38) (Russia-2006) Considere o polinomio p(x) = x 2 + ax + b. iVssuma que 
a equagao p(p(x)) = o possui quatro raizes reais distintas e que a soma de 
duas destas solugoes e - 1. Prove que b < - 1/4. 

39) (Romenia-2002) Determine todos os polinomios f e g tais que 
(x 2 + x + i)f(x 2 - x + 1) = (x 2 - x + i)g(x 2 + x + 1) para todo x e IR. 
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jo) (Grecia-2005) Determine o polinomio P(x) com coeficientes reais tal 
que P(2) = 12 e P(x 2 ) = x 2 (x 2 + l)P(x) para todo x e IR. 

41) (Russia-2000) Prove a existencia de numeros reais distintos ai, a 2 , ..., 
;i,„ tais que a equagao: 

(x-a 1 )-(x-a 2 )-...-(x-a 10 ) = (x + a 1 )*(x + a 2 )*...-(x + a 10 ) 

possua exatamente 5 raizes reais distintas. 

42) (Republicas Tcheca e Eslovaca-2000) Sejam P(x) e Q(x) dojs 
irinomios quadraticos tais que tres das raizes da equagao P(Q(x)) = o sao 
os numeros - 22, 7 e 13. Determine a quarta raiz desta equagao. 


4.5. EXERCICIOS PROPOSTOS - PARTE B 

1) Prove que 0 polinomio P(x) = x 999 + x 888 + x ?77 + ... + x 111 + 1 c divisivel 
por x9 + x 8 + x7 + ... + x + 1 . 

n 

2) Prove que 

X x(x— 1 ) x(x—I)(x— 2 ) x(x-i)(x-2Xx-3) |C . n x(x-i)...(x-n+i) 
'^^ _1 1 + 1.2 1 . 2.3 1 . 2.34 1 . 2 . 3 ...n 

(~i) n 

tambem pode ser expresso da forma p(x) = —^y-(x-i)(x-2)...(x-n) 

3 ) Seja p(x) = x 4 + x 3 - 1 , e q(x) = x4 - x 3 - 2x 2 + 1 . Prove que se p(x) = 
o entao q(x 2 ) = 0. 

4) (Wisconsin-97) Determine todos os polinomios P(x) tais que P(o) = 2 
e P(x 2 + 1 ) = P(x 2 ) + 1 , para todo x. 

g ) (Irlanda-97) Determine todos os polinomios p(x) satisfazendo a 
equagao (x - i6)p(2x) = i6(x - l)p(x) para todo x. 

6) (Russia-73) O polinomio p(x) = ax 2 + bx + c e tal que a equagao p(x) 
= x nao possui raizes reais. Prove que a equagao p(p(x)) = x tambem 
nao possui raizes reais. 

r?) (Australia-84) Determine todos os valores de a e b para os quais o 
polinomio x 4 + (2a + i)x3 + (a - i) 2 x 2 + bx + 4 pode ser fatorado como 
um produto de dois polinomios u(x) e v(x), cada um de grau 2 com 
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coeficientes de x 2 igual a 1, tal que a equagao v(x) = o possui duas raizes 
diferentes a e (3 (nao necessariamente reais), e u(a) = [3 u(p) = a. 


8) (Espanha-95) Demonstre que no caso em que as equagoes: 

x 3 + mx - n = o , nx 3 - 2m 2 x 2 - smnx - 2m3 - n 2 = o, 

(n & o) tenham uma raiz comum, a primeira tera duas raizes iguais e 
determine entao as raizes das duavS equagoes em fungao de n. 

9) (Inglaterra-91) a) Determine todos os inteiros k tais que o polinomio 
X 2k + 1 + x + 1 e divisivel pelo polinomio x k + x + 1. b) Para tal k, 
especifique o inteiro n para o qual x 11 + x + 1 e divisivel por x k + x + 1. 

10) (USAMO-77) Se a e b sao duas raizes de x 4 + x 3 - 1 = 0, prove que ab 
e uma raiz de x 6 + x« + x 3 - x 2 - 1 = o. 

11) (USAMO-74) Sejam a, b, c tres inteiros distintos, e P um polinomio 
possuindo todos os coeficientes inteiros. Mostre que e impossivel que 
P(a) = b, P(b) = c e P(c) = a. 

12) (Canada-82) Se a, b e c sao as tres raizes da equagao x 3 - x 2 - x - 1 

= 0, 

(i) mostre que a, b e c sao distintos; 

1982 _ ^1982 UI982 _ c i982 1982. _ ^1982 

(ii) mostre que ---+-+- e um inteiro. 

a-b b-c c~a 


13) (Canada-96) Se a, ( 3 , y sao as raizes de x 3 - x - 1 = o, calcule 0 valor 


, i+a l+B l + y 
de -+—-+- 


l-a l-p l-y 


14) (Iberoamericana-87) Se r, s e t sao as raizes da equagao 

x(x - 2)(3x - 7) = 2 

a) Demonstre que r, s e t sao positivos. 

b) Calcule: arc tan r + arc tan s + arc tan t. 

Nota: Denota-se com arc tan x, o arco compreendido entre oep cuja 
tangente e x. 

15) (Irlanda-93) Seja a 0 , ai,..., a n -i numeros reais, onde n > 1, e seja f(x) 
= x n + a n - ix n - 1 + ... + a 0 tal que |f(o)| = f(i) e cada raiz a de f e real 
satisfazendo 0 < a < 1. Prove que o produto destas raizes nao excede 1/2 11 . 
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16) (Grecia-97) Seja P(x) um polinomio com coeficientes inteiros, que 
!(»in 13 diferentes raizes inteiras. Provar que sene um inteiro com P(n) ^ 
o entao |p(n)| > 7-(6!) 2 . 

Dar um exemplo de um polinomio com coeficientes inteiros e 13 
diferentes raizes inteiras tais que para um inteiro n, |p(n)| = 7-(6!) 2 . 

17) (Polonia-94) Prove que se 0 polinomio x 3 + ax 2 + bx + c possui tres 
raizes reais distintas, entao tambem possui tres raizes reais distintas o 

1 1 

1 xjlinomio x 3 + ax 2 +—(a 2 + b)x +—(ab - c). 

4 8 

18) (Austria-98) Determine todos os pares (a, b) de inteiros positivos tais 
que a equagao x 3 - 17X 2 + ax - b 2 = o possua tres raizes inteiras (nao 
necessariamente distintas). 

19) As cem raizes do polinomio P(x) = x 100 - 6oox99 + a 9 sx 9 8 + ... + aiX + 
a,> sao reais, e P(7) > 1. Demonstre que P(x) tern alguma raiz maior que 7. 

20) (OBM-2011) Seja P(x) um polinomio de coeficientes inteiros. Sabe- 
se que P(x) = 2011 tern pelo menos duas raizes inteiras distintas iguais a 1 
ii t, e que P(x) = o tern pelo menos uma raiz inteira. Determine todos os 
possiveis valores de t. 

21) (Iberoamericana-90) Seja f(x) um polinomio de grau 3 com 
coeficientes racionais. Provar que se o grafico de f e tangente ao eixo x, 
entao f(x) tern suas 3 raizes racionais. 

22) (IMO-89 Shortlist) Determine as raizes n do polinomio P(x) = x n + 
nx n_1 + a 2 x n " 2 + ... + a n satisfazendo rP 6 + r 2 16 + ... + r n l6 = n. 

23) (IMO-96 Shortlist) Seja P o polinomio real P(x) = axz + bx^ + cx + cl 
Prove que se |P(x)| < 1 para todo x tal que |x| < 1, entao |a| + |b| + |c| + 
\d\ <7- 

24) (IMO-82 Shortlist) Determine todos os valores reais do parametro a 
tal que a equagao 16x4 - ax 3 + (2a + I7)x 2 - ax + 16 = 0 possui 4 raizes 
formando uma progressao geometrica. 

25) (IMO-88 Longlist) Assumindo que as raizes de x 3 + px 2 -1- qx + r = o 
sao riumeros reais e positivos, determine uma relagao entre p, q e r que 
fornega uma condigao necessaria para que as raizes sejam os cossenos 
que tres angulos de um triangulo. 
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26) (Africa do Sul-2007) Considere a equagao = ax 3 + bx 2 + cx + 2007, 
onde a, b, c sao niimeros reais. Determine o maior valor de b para o qual 
esta equagao possui exatamente tres solugoes distintas, todas inteiras. 

27) (Espanha-2005) Sejam a, b, cniimeros reais nao nulos ea^b. Prove 
que se as equates x 2 + ax + be = o e x 2 + bx + ca = o tern uma raiz 
comum, entao as restantes raizes verificam a equagao x 2 + cx + ab = 0. 

28) (Espanha-2005) Sejam x A , x 2 as raizes do polinomio 
P(x) = 3x 2 +3mx + m 2 -i, sendo m um numero real. Provar que 

p(x, 3 ) = p(x 2 3 ). 


29) (Putnam-40) Prove que se p(x) e um polinomio com coeficientes 
inteiros, e existe um inteiro k tal que nenhum dos inteiros p(i), p(2), 
p(k) e divisivel por k, entao p(x) nao possui raizes inteiras. 


30) (Baltica-97) Sejam P e Q polinomios com coeficientes inteiros. 
Suponha que os inteiros a e a + 1997 sao raizes de P, e que Q(i998) = 
2000. Prove que a equagao Q(P(x)) = 1 nao possui solugoes inteiras. 


31) (Baltica-2004) Seja P(x) um polinomio com coeficientes nao 

1 


negativos. Prove que se a inequagao P[^—jP(x)>i e valida para x = 1, 
entao estajnequagao e valida para todo x real positivo. 


32) (India-2004) Se a e uma raiz real de xs - x 3 - x - 2 = o, mostre que 
[a 6 ] = 4. 


33) (OBM-95) Prove que nenhuma raiz do polinomio G(x) = xs - x« - 4x3 
+ 4 X 2 + 2e raiz n-esima de um numero racional, n > 1 (n e N). 

34) (Indonesia-2010) Seja p(x) um polinomio com coeficientes inteiros. 
Assuma que existem inteiros cieb tais que p(a) = 41 e p(6) = 49. Prove 
que existe um inteiro c tal que 2009 divide p(c). 

35) (Suiga-2004) Sejam a, b , c, d numeros reais distintos satisfazendo as 
equagoes: 

a = V45-V2l-a, b = yj4s-yf2i-b 7 c = ^45-^2i-c y d = ^4s-yl2i~d 
Prove que abed = 2004. 
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SEQUfiNCIAS 

5.1. REI.EVANCIA E APLICAQAO 

O topico de sequencias recorrentes e praticamente cobrado apenas 
(‘in provas de olimpiadas de matematica, sendo muito pouco explorado 
cm provas de vestibular. Mesmo assim, devido a relativa complexidade 
das solugoes e apenas cobrado em olimpiadas de ensino medio. 

As questoes tipicas de olimpiadas exploram uma serie de 
pi'opriedades dos termos de uma scquencia, como demonstrar que 
ileterminado termo e quadrado perfeito, achar o termo geral de uma 
scquencia a partir da relagao de recorrencia, calcular a soma dos termos 
<la sequencia, entre outros. 

5.2. RESUMO TEORICO 

Sequencia Rccorrente Linear: Afirmamos que uma sequencia (a n ) 
possui uma equagao de recorrencia linear se e da forma 

a n = kn-i.an-i + kn - 2.an - 2 + + ki.ai + ko.ao, 

onde ki sao constantes reais. 

Seqiiencias Lineares de i a Ordem: As sequencias recorrentes de i a 
ordem sao da forma x n = a.x n -i, a e IR\ Se a = 1 a sequencia e constante, 
com termo geral dado por x n = x A , n > 1. Se a ^ 1 a sequencia e uma 
progressao geometrica de razao a, cujo termo geral e x n = Xi.a n “ \ n > 1 . 
Se uma sequencia x n e definida pela equagao linear de recorrencia 

x n = a.Xn-1 + b entao x n = + 

Sequencias Rccorrente de 2 a ordem: Se uma sequencia e dada por 
x n = a.Xn - 1 + b.Xn - 2 entao o termo geral e dado por 

x __ ^ X i ~P ,X q) a n [ ((X-Xq-Xi) n 

11 a-p a-p 

onde a e p sao as raizes da equagao caracteristica x 2 = ax + b, com a ^ p. 
Se a = P o termo geral e dado por x n = x 0 .a n + n(x A - a.Xoja 11 - 1 . 


-i-V"-—■■ 

a.-i J a-i 


5.3. EXEMPLOS RESOLVIDOS 

1) Determine em fungao de n 0 termo geral da seqtiencia definida por: 
ao = lj an 3^11 -1 ^ (ft — t) 

Solugao: 
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Perceba que a n = 3a n -1 + 2 « (a n + 1) = 3(a n -1 + 1) => a seqiiencia 
a n + 1 e uma PG de razao 3. Assim: a n + 1 = (a 0 + i) 3 n => a n = 2.3 11 - 1 


2) Determine em fungao de n o termo geral da seqiiencia definida por: 


_ 


Solugao: 

Podemos reescrever 0 termo geral da forma: = 2— 


v a oy 


*n-i 
an — 2 n an-i 


Deste modo, a seqiiencia —— e uma PG de razao 2: 

a n 

'O 


Assim a n = 2 n a n -i = 2".2 n - 1 .a n - 2 = 2 n .2“- 1 .2 n - a .a n -3 = 
= 2 n .2 n_1 .2 n_2 ....23.2 2 .2.a 0 = ( 2 1+2 + 3 + -+n-i + n) ao 


n(n+i) 

a =2 2 


3) (UIUC Undergrad. Math Contest-97) Sejam Xi = x 2 = 1, e x n +1 = 1996x0 
+ I 997 x n -1 para n > 2. Determine (com prova) o resto da divisao de Xi 997 
por 3. 

Solucao: 

Como x n +1 = x n + 2x n -1 + I995(xn + 2x n - 0 podemos analisar somente 
yn +1 == yn + 2y n -1 

A equagao caracteristica desta seqiiencia e y 2 - y - 2 => 

(y ” 2)(y + 1) => y=-iey=2 => y n = A(2>* + B(- i> 

Como yi = 1 2A-B = i ey 2 = i => 4A + B = 1 => A = 1/3 e 

B = -1/3 

Assim: y n = [2** - (- 1)^/3 => y 1997 = [2**97 - (- i)i997]/ 3 => 
yi 997 = [ 2*997 + l ]/ 3 

Analisemos agora o resto de 2*997 + 1 por 9: 

Sabemos que 23 = -1 (mod. 9) => (23)665 = (- 1)665 (mod. 9) => 

2*995 ~ - 1 (mod. 9) => 2*997 = - 4 (mod. 9) => 2*997 = 5 (mod. 9) => 
2*997 +1-6 (mod. 9) 

Assim, 2*997 + 1 = 9k + 6 => [2*997 + i]/3 = 3k + 2 => 
resto de Xi 997 por 3 e 2. 


4) Seja a seqiiencia a n definida por a 0 = ai = 1, a n =&±- + — } (n > 3). 

^n-2 

Mostre que todos os ai sao inteiros. 

Solucao: 


_ TecnicasemOlimpiadasdeMatematica- Semeneias 

Aplicando n = 2 obtemos a 2 = 3- A seqiiencia e equivalente a 

anSn — 2 = an — i 2 2. 

Substituindo n por n + 1: a n + ia n -1 = a n 2 + 2 

Subtraindo estas duas equagoes: a n + ia n -1 - a n a n - 2 = a n 2 - a n -1 2 => 

tin +. ian -1 + an - 1 2 = anan - 2 + an 2 ^ 

iiii-i(a n + i + a n -0 = a„(a n -2 + a n ) => an + 1 + a "-‘ =-^—^ LJL 

®n-l 

I >esenvolvendo esta ultima expressao para valores inferiores de n: 

i( n ,1 + a n-l _ a n + a n-2 _ a n-i + S n-3 _ & n-2 + S n-4 _ _ _ - q 

^n-1 ®n-2 ®n-3 

Assim, temos que diretamente que a n + 1 = 4^n - a n - 1, que e uma 
M'qiiencia composta somente de inteiros. 


5) (lnglaterra-97) Para os inteiros positivos n, a seqiiencia a,, a 2 , a 3 , 

a,„ ... e definida por ai = l, a n =f—\a t + a 2 +...+a n _,), n > 1. Determine o 

(n-ij 

valor de a i997 . 

Solucao: 

, (n-i)a n M 

Polo enunciado temos que, para todo n: a x + a 2 +... + a n _ x = —— UJ 

Kscrevendo esta ultima equagao para n + 1 temos: 


n.a 


n+i 


n-f-2 


(2) 


Subtraindo (l) e (2): a n —— 


n + l 


~*n-n 

n + 2 


Assim, a n+1 = 


2(n + 2)2(n + i) 2n 2.3 _ 
n + i n 2(n-i) 2 


it 1997 — 1998. 2*995 


2(11 + 2), 
n + i 


a n+I = 2 n_1 (n + 2)a 1 


(>) (Inglaterra-83) A seqiiencia de numeros reais Xi, x 2 , x 3 , ... e definida 
por xi = a * - 1 e x„ +1 = x„ 2 + x n para todo n > l. Seja S» a soma e P„ o 
produto dos n primeiros termos da seqiiencia y», y 2 , y3) ondc 


V =-. Prove que aS n + P„ = 1 para todo n. 

i+x n 

Solucao: 


Seja y n =— 

^nj.1 


X n+ 1 -X n _l_ 

X n X n+i X n X n+i X n X n-i 


Kntao: 


p„=yiy 2 -y n 


x 2 X 3 



a 

X n+i 
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Para a soma temos: 

o 11111 

s n=y 1 +y 2 +-+yn=-+-+•••+— 

X, x 2 x 2 X 3 x n 2 
Assim temos diretamente que: aS n + P n = l 


l 

x i 


l i l 

X n+i a X n+i 


7) (Torneio das Cidades-92) Considere a seqiiencia a n definida pelas 
seguintes condigoes a 0 = 1, a n+JL = a n + [V a m]- Prove que a seqiiencia 

contem um numero infinito de termos que sao quadrados perfeitos. 

Obs: [x] significa a parte inteira de x, ou seja, o maior inteiro que e 
menor ou igual a x. 

Solugao: 

Observemos que a G = 1 = 1 2 ; a 2 = 2; a 3 = 3; a 4 = 4 = 2 2 ; a 5 = 6; a 6 = 8; 
a 7 = 10; as = 13; a 9 = 16 = 4 2 ; ... 

Suponhamos que a n = m 2 , para alguns nem naturais. 

Vamos mostrar, por indugao, que para 0 < t < m temos: 
a n + 2 t + i= (m +1) 2 + m — t e a n + 2t + 2 = (m +1) 2 + 2m. 

Parat = o temos a n +i = m 2 + m e a n + 2 = m 2 + 2m. 

Suponhamos que 0 resultado seja valido para algum t, 0 < t < m. 

Neste caso (m +1) 2 < a„ + 2 t +1 < (m +1 + 1) 2 , ou seja [>/a n+2t+1 J = m +1. 
Analogamente: (m + t) 2 < a n + 2 t + 2 < (m + t + 1) 2 , ou seja: 

|^'\/^n+2t+2 J m + t. 

Assim: a n + 2 (t +1) +1 = a n+2t+2 + [Va n+2tH . 2 ] =(m + t) 2 + 2m + m + t = 

= (m +1) 2 + 3m +■ t = (m +1 + 1) 2 + m - (t + 1) 

Observemos que (m +1 + 1) 2 < a n + 21 + 3 < (m +1 + 2) 2 

a n + 2 (t +1) + 2 = a n+2t+3 + [^a n+2t+3 J = (m + t) 2 + 3m + t + m + t+ i = 

= (m + t) 2 + 4m + 2t + 1 = (m +1 +1) 2 + 2111 

Da mesma forma temos que (m +1 + 1) 2 < a n + 2t + 4 < (m +1 + 2) 2 

Isto completa a indugao. Assim, temos que nenhum dos numeros a n +1, 

a n + 2,a n + 2m e quadrado perfeito. 

Por outro lado, para t = m temos a n + 2m +1 = (m + m) 2 + m - m => 

an + 2 m + 1 = (2m) 2 , ou seja, a seqiiencia contem um numero infinito de 

termos que sao quadrados perfeitos. 


8) (IMO-96 Shortlist) Seja a > 2 um numero dado, e define-se 


recursivamente a 0 = 1, ai = a, a 


--2 


a n ■ Mostre que para todos os 


inteirosk > 0 tem-se — + JL + ... + J_ < I( 2 + a-7a 2 -4). 
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Solugao: 

1 1)1110 a > 2 entao existe b > 1 tal que a = b +—, ou seja, b 2 - ab + 1 = 0 


I, a Wa 2 -4 ^ j__ a Va 2 _4 I( 2 + a -^/a 2 -4) = i+^-. Assim, 

2 b 2 2 b 


i levemos provar que S n = ^— < l + y • 

i=o a i b 

Notemosque a,=b+l eque a 2 =^b+lj|V+-jl-J. 
I’or indugao demonstra-se que: 


n..= b+i b 2 +--- ... 


b 2 " +- 


=> a n = - 


(b 2 + i)(b 4 +i)...(b 2 +1) 


b d 

Destemodo, paran>2: S n =l+—— + 2 _, ‘ ~ “ w 


b 2 + 1 S(b 2 +i)(b 4 +i)...(b 2 +i) 


Notemos que: 

b 2 * -1 1 

(b 2 + i)...(b 2 +1) b 
Substituindo em (l): 


S„ =1+ 


b 1 


b 2 + i b 


(b 2 +i)...(b 2 " , +i) (b 2 + i)...(b 2 +i)(b 2 +1). 


b 1 i_ 

<1+ b 2 +i + b(b 2 + i) b’ 


b 2 +i (b 2 +i)...(b 2 +1), 

para n > 2. 

Como S =i+l = i+- ■—< 1 + 1 , 0 resultado pode ser estendido para 

1 " b 2 + 1 ^ 


n > 1. 


5.4. EXERClCIOS PROPOSTOS - PARTE A 

1) (Belgica-86) Uma seqiiencia de numeros {ak} e definida como segue: 
a 0 = 0, ai< -1 = 3ak + 1, k > 0. Mostre que a J5 s e divisivel por 11. 

2) (Iuguslavia-76) Calcule a soma ai + + ... + a 99 onde: 

1 

n (n + i)Vn + nVn + l 
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3) (Torneio das Cidades-97) A seqiiencia x n esta definida pelas seguintes 
condigoes: Xi = 19; x 2 = 97; x n+2 = x n ——. Demonstrar quc existe um 

^n+i 

termo desta seqiiencia que e igual a o. Detenninar o subindice deste 
termo. 

4) (Canada-88) Sejam x n +1 = 4x n - x n -1; x 0 = o, x, = 1, e y n +1 = 4y n - 
y n -1, yo = 1, yi = 2. Mostre para todo n > 0 que y* = 3x„ +1. 

5) (UIUC Undergrad Math Contest-98) Uma seqiiencia a Q , a,, a 2 , ... de 

numeros reais e definida recursivamente por a 0 = 1, a n+l = ——— (n = 0, 

x + na n 

1, 2,...). Determine uma formula geral para a n . 

6) (Putnam-93) Uma seqiiencia de numeros reais nao nulos satisfaz 
a n 2 - a n - ia n + 1 = 1 para n > 1. Prove que existe um numero real a tal que 
a n + i = aa n - a n -1 para n > 1. 


7) (Putnam-99) A seqiiencia (a„), n > 1 e definida por ai = 1, a 2 = 2, 

q O A 

a 3 = 2 4 > e> P a i' a n > 4, a n =— 11-1 n ~ 3 - 11-1 n ~ 2 -. Mostre que, para todo n, a n 

a n- 2 a n -3 

e um inteiro multiplo de n. 

8) Tres seqiiencias x n , yn, z n com termos iniciais Xi, yi, Zi sao definidas 

para n > 1 por x n+1 = y n +—, y n+1 = z n +— e z n+l = x„+—• Mostre que ao 

X n y n 

menos um dos valores x 20 o, y2oo, z 20 o e maior que 20. 

9) (Furman University-96) Seja u 0 = 1, u, = 3, e, para n > 2, seja 
u n = 2Un - 1 + 7u n - 2 . Mostre que u„ < 4 11 para todo n > 0. 


10) Uma seqiiencia e definida por xi = 2, x , 
4/5 < x n S 5/4 para todo n > 1. 


9 . Mostre que 
iox n 


11) (Irlanda-98) Uma seqiiencia de numeros reais x„ e definida 
recursivamente como segue: x 0 , x x sao numeros reais positivos 

1 _l_ x 

arbitrarios, e x n+2 =-n = o, 1, 2,... Calcule x 1998 . 


66 


x, 


Tecnicas em Olimpiadas tie Matematica-Seauencias 


12) Uma seqiiencia e definida por a t = 1, a n+1 = a n +-^-. 

a n 

Mostre que a 90 oo > 30. 


13) (OBM-93) Uma seqiiencia e definida por at = 8, a 2 = 18 e a n + 2 = a n + 
,.a„ para todo natural n > 1. Determine todos os valores de n para os 
(juais a n e quadrado perfeito. 


14) (Ucrania-96) A seqiiencia {a n }, n > 0, e tal que a 0 = 1, a 499 = 0, e para 
11 ' 1, an +1 = 2 aia n — an -1. 

,1) Prove que |ai| <1. 
b) Determine at 99 6. 


15) (Moldavia-98) A seqiiencia (an), n e N*, verifica as relagoes: ai = 1/2, 
a„ = a n -i/(2na n -i+ 1) para todo numero natural n > 1. 

(’alcule ai + a 2 + ... + a i99 8. 


16) (Russia-62) Dados os numeros inteiros at, a 2 , ..., a 99 , a 10 o. Sabe-se 
<|iie: at > a 0 , ai > o, a 2 = 3ai - 2a 0 , a 3 =3a 2 - 2ai, atoo = 3 a 99 - 2a 9 g. 
Prove que aioo > 2^9. 

17) (Hong Kong-98) O termo geral da seqiiencia {a n } e dado por a n + 2 = 
ii,i + 1 - a n . Se a soma dos primeiros 1997 termos e 1879 e a soma dos 
primeiros 1879 termos e 1997, qual e a soma dos primeiros 2000 termos? 

18) (India-96) Define-se uma seqiiencia a n , n > 1, por ai = i,a 2 = 2 e 
;i„ + 2 = 2a n + 1 - a n + 2, para n > 1. Prove que para todo m, a m .a m + 1 
litmbem e um termo na seqiiencia. 

19) (Cone Sul-96) Considera uma seqiiencia de numeros reais definida 
por: an +1 = an + i/a n para n = o, i, 2,... . Demonstrar que, qualquer que 
seja o numero real positivo a 0 , cumpre-se que ai 99 6 e maior que 63. 


20) (Iberoamericanabanco) Prove que ^i + y 2 + A /3 + ... + 7 i 99 i < 2 - 

21) (Torneio das Cidades-95) A seqiiencia 1, 2, 3, 4, 5, 119, ... de 70 
inteiros e definida pela seguinte regra: cada um dos inteiros (iniciando do 
sexto) e o produto de todos os seus precedentes menos 1. Prove que a 
soma dos quadrados destes 70 inteiros e igual ao seu produto. 
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22) (Canada-86) Seja u,, u 2 , 113 ,... uma sequencia de inteiros satisfazendo 
a relagao de recorrencia u n+2 = u“ +1 - u n . Suponha Ui = 39 e u 2 = 45. 
Prove que 1986 divide infinitos termos da seqiiencia. 


23) (IMO-88 Shortlist) Uma seqiiencia {a n } e definida por a! = 1/2 e para 

cada n> 2, a „ =f 2n ~ 2 3 l a „ . Prove que Y a k <1 paratodo n > 1. 

" l 211 J " ' ti 


24) (Russia-2000) A seqiiencia de numeros reais (a 1 ,a 2 ,...,a 2o00 ) 

satisfaz a condigao: a? + a| + ---+af, =(a 1 + a 2 + - +a 11 ) 2 para todo n, 

1 < n ^ 2000. Mostre que todo elemento da seqiiencia e urn numero 
inteiro. 


25) (Romenia-2002) Considere a seqiiencia (a„)n>o definida por a 0 = ai = 
l e a„ + 1 = I4a n - a n , Vn > 1. Prove que para todo n > o, 2a„ - 1 e urn 
quadrado perfeito. 

26) (Balcanica-2002) A sequencia ai, a 2 , ..., a n , ... e definida por = 20, 
a 2 = 30, a n + 2 = 3a n + 1 - a n , para n > 1. Determine todos os inteiros 
positivos n para os quais 1 + 5a n a„ +1 e um quadrado perfeito. 


5.5* EXERCICIOS PROPOSTOS - PARTE B 

1) (JIR McKnight-87) Determine o termo geral da sequencia dada por 
ai = 2, x 2 = 5 eXk = Xk-i + 2Xk-a, parak > 2. 

2) Seja a sequencia de Fibonacci definida por ai = a 2 = 1, a n + 1 = a n + 
a„ - 1, n > 1. Prove que, para cada n, existe um numero de Fibonacci 
terminando em n zeros. 


3) Seja {x,,} uma seqiiencia satisfazendo 
a sequencia e periodica. 


_ V3x„ -1 
Y+V3 


n > 1. Prove que 


4 ) Prove que to dos os termos da seqiiencia dada por ai = 
a ntl =2a n +^3 a n-2 sao inteiros. 
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3) (Chile-91) Sejam a 0 = 1, a a = 1, e para cada natural n > 1, a n = a n -1 + 

a„ 2 . Calcule o valor da soma: x = a n +-ia 1 +ia.+ia„+...+^-a n +... 

0 2 1 4 8 3 2" 

(>) (Inglaterra-94) A sequencia de inteiros u 0 , Ui, u 2 , u 3) ... satisfaz u 0 = 1 e 
11,1 + iU n -1 = ku„ para cada n > l, onde k e algum inteiro positivo fixado. Se 
ii 2( )oo = 2000, determine todos os valores possiveis de k. 

7) (Manhattan Area-99) Na sequencia: 1,1, 2, 3, 7, 22,155, 3411,... todo 
termo e igual ao produto dos dois termos anteriores mais 1. Prove que 
nfio existe nenhum termo nesta sequencia que e divisivel por 4. 

8) (Iberoamericana-92) Para cada inteiro positivo n, seja a,i o ultimo 
digito do numero 1 + 2 + 3 + ... + n. Calcular ai + a 2 + a 3 + ... + ai 992 . 

<>) (USAMO-73) Sejam {X n } e {Y n } duas seqiiencias de inteiros definidas 
por: 

Xo =1, Xi = 1, Xn + i = Xn + 2Xn-i (n = 1, 2, 3,...) 

Xu = 1, Xi = 7, Xn + 1 = 2Xn + 3Xn-i (n = 1, 2, 3, ...) 

Assim, os primciros termos das seqiiencias sao: 

X:i, l, 3, 5, li, 21,... 

Y: l, 1, 17, 55,161,487, - 

Prove que, exceto por “1”, nao existem termos que ocorrem em ambas 
seqiiencias. 

10) (Vietnam-98) A sequencia {a,,} e definida por a 0 = 20, ai = 100, 
n„ + 2 = 4au +1+ 5a n + 20 para n = 0, 1, 2,.... Determine 0 menor inteiro 
positivo h satisfazendo a n + h - a n e divisivel por 1998 para todo n = o, 1, 2, 


11) (Bulgaria-83) A sequencia a,, a 2 ,..., a n ,.. ; e definida pela equagao de 
recorrencia a n = a n - ia n - 2 a n - 4, n = 5, 6, ... E sabido que ai = 1, a 2 = — 1, 
a :i = 1 e a.! = - 1. Determine a, 9 8 3 . 


12) (Vietnam-87) Constroem-se duas seqiiencias {x n } e {y n }: 

Xo = 365, Xn +1 = Xnfxn^ 86 + i) + 1622 para todo n > o. 

y„ = 16, y n +1 = y n (y n 3 + 1) -1952 para todo n > o. 

Prove que x n yk para todos inteiros positivos n, k. 

13) (Torneio das Cidades) A seqiiencia e definida por: a 0 = 9, a„ +1 = 

3a n 4 + 4a,, 3 , n > o. Mostre que a, 0 contem mais do que 1000 noves em sua 
representagao decimal. 
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14) (IMO-88 Shortlist) Seja {a,,} uma sequencia que satisfaz: a, = o, 
a 2 = 1 e a n + 2 = a n +1 + a n + 1 (n > 1). Prove que se n > 5 e um primo, 
entao n divide a n (a n + 1). 


15) (Baltica-96) Uma seqiiencia de inteiros ai, a 2 , 


a 2 = 2 e para n > 1, a n+2 = 
Prove que a„ *■ 0 para todo n. 


5 a n 


-3 a „ se a n .a„ 


e tal que ai = 1, 
par 
impar 


16) (Hong Kong-91) Seja a,, a 2 ,a„,... uma seqiiencia de numeros reais 
tais que cu = 1, 4a n a n + 1 = (a n + a n + 1 - 1) 2 e a n < a n + 1 para n > 1. 
Determine a n . 


17) (Irlanda-94) Uma seqiiencia {x n } e definida por: 

xi = 2 e nx n = 2(2n - i)x n -i, n = 2,3,... 

Prove que x n e um inteiro positivo para todo inteiro positivo n. 

18) (Wisconsin-94) Para cada inteiro nao negativo, nos associamos um 
novo inteiro f(n). Suponha que f(o) = o, f(i) = 1, e que para n > 2 nos 
temos f(n) - 2f(n - 1) + f(n - 2) = (- i) n (2n - 4). Descreva f(n) em 
termos de n. 


19) (Canada-85) Seja 1 < x, < 2 e, para n = 1, 2, ..., define-se 

x „« = 1 + x n -~ x n • Pr0ve q ue > P ara n ^ 3, | X n - JL|<-±- • 

2 11 2 n 

20) (IMO-98 Longlist) Seja {a n } uma seqiiencia tal que a 0 = ai = 5 e 

a n= ,Vi +an u para todos os inteiros positivos n. Prove que (an + i)/6 e 
98 

um quadrado perfeito para todo n inteiro nao negativo. 

21) Seja {xn} uma sequencia tal que xi = x 2 = 1, x 3 = 41 e 

2008 + X n . Q X n , 1 , , . . 

x n+3 =-— para todo n inteiro positivo. Prove que todos os 

X n 

membros da sequencia sao numeros naturais. 

22) (China South East-2008) Seja {a n } uma sequencia satisfazendo ai = 1 
e a n +1 = 2a n + n(i + 2 11 ), n = 1, 2, 3... Determine o termo geral de {a n }. 

23) Seja (x n ) n > o dada por x 0 = 1, Xi = 3 e x n = 4*n -1 - x n - 2. Prove que, 
para todo i e IN*, existe um numero j e IN* tal que Xi | xj. 
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TRIGON OMETRIA 


().l. RELEVANCIA E APLICAgAO 

Assunto relativamente pouco cobrado em provas de Olimpiada de 
Matematica. No passado teve uma frequencia de cobranga maior, porem 
mais recentemente vein sendo cobrado apenas em algumas poucas 
olimpiadas e apenas no nivel de Ensino Medio. 


0.2. RESUMO TE6RICO 
Definigao: 

sena 1 , cos a 1 

lga =-, seca =-, cotga =-, cos sec a =- 

cos a cos a sena sena 

Relagao Fundannental da Trigonometria 

sen 2 a + cos 2 a = i 


Consequencias: tg 2 a + 1 = sec 2 a e cot 2 a + 1 = cossec 2 a 

Paridade: 

sen(-t)=-sen(t) e cos(-t)= cos(t) 

A fungao seno e uma fungao impar e a fungao cosseno e uma fungao par. 

Pcriodicidade: 

sen(t + 27 i) = sent e cos(t + 271) = cost 

As fungoes seno e cosseno sao periodicas de periodo 271. 

Ig(t-f-Tt) =tg(t) e cotg(t + 7i)= cotg(t) 

As fungoes tangente e cotangente sao periodicas de periodo n. 


Valores do argumento 0 (radianos) 



O 

jt/6 

jt/4 

3t/3 

Jt/2 

sen 9 

O 

1/2 

V2/2 

V 3/2 

1 

cos 0 

1 

V3/2 

V2/2 

1/2 

0 

tan 0 

0 

V3/3 

1 

Vi 

00 

cotg 0 

00 

Vi 

1 

Vi/3 

0 
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Formulas dc adi^ao 

sen(a + J 3 ) = cos a • cos/? 4 sen a • cos/? 


cos(a + ft) = cos a * cos/? - sen a • sen/? 
tgp + tga 


tg(P + a) = 


l-tgp-tga 


Formulas de subtrac^ao 

sen(a - jS) = sen a.cos /?- sen /?• cos a 


cos(a- p) = cosa • cos/?+ sena ■ sen/? 
tgp-tga 


tg(p-a): 


l + tgp-tga 


Formulas de duplica^ao 

sen(20) = 2 . sen 0 . cos 0 


cos(20) = cos 2 0 - sen 2 0 
2‘tga 


tg(2a) = 


l~ tg 2 a 


"V 


Formulas de bissec^ao 

sen(a / 2) = ±. 


l-cosa 


cos(a/2) = ±, 
tg(a/2) = ± 


l + cosa 


l - cos a 
l + cosa 


Transforma^ao de Soma em Prduto 


sena + senp = 2-sen 
sena-senp = 2-sen| 
cosa + cosp = 2-cos 


a + P 

a + p 


cos 


a-p 


cos 


cos 




a-p 
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r< »s a - cos p = -2 • sen 




I’undoes Inversas 


cungao 
arc sen(a) 
arc cos(a) 
arc tg(a) 
;irc cotg(a) 


Dominio 
a e [-1, +1] 
a e [-1, +1] 
a e IR 
aelR 


Contradommio 
[—Jt/ 2 , + 7 l/ 2 ] 
[o; +?r] 

]- n/ 2 , +rc/2[ 
]o; +n[ 


Fquacoes 

scnx = senaox = a + k- 27 i ou x = 7i-a + k- 27 i,keZ 
cos x = cos a <=> x = ±a + k'27i,keZ 
Ig x = tg a <=> x = ±a + k • 7t,k e Z 


6.3. EXEMPLOS RESOLVIDOS 

1) Demonstre que se A, B e C sao angulos de um triangulo entao: 

cos 2 A 4 cos 2 B + cos 2 C 4 2.cos A.cos B.cos C = 1 

Solu^ao: 

t1 , 2 14C0S2X A 

Sabe-se que cos x =- . Assim: 

2 

2 < 2n cos2A 4 cos2B fK fK 

cos A 4 cos B = 1+-= i4-cos(A + B)cos(A-B) 

2 

Como A + B = 180 0 - C: cos 2 A + cos 2 B = 1 - cos C.cos (A - B) 

Portanto: 

cos 2 A 4- cos 2 B 4 cos 2 C = 1 - cos C.cos (A - B) + cos 2 C = 

: 1 - cos C[cos (A - B) 4 cos (A + B)] = i + 2.cos A.cos B.cos C => 
cos 2 A 4 cos 2 B + cos 2 C + 2.cos A.cos B.cos C = 1 

Obs: Da mesma forma, pode-se tambem demonstrar que: 

- cos 2 A 4 cos 2 B 4 cos 2 C + 2 .cos A.sen B.sen C = 1 
cos 2 A - cos 2 B 4- cos 2 C + 2 .sen A.cos B.sen C = 1 
cos 2 A 4 cos 2 B - cos 2 C 4 2.sen A.sen B.cos C = 1 

2) (AIME-2013) Sejam A, B e C os angulos de um triangulo, sendo A e C 
agudos, com: 

cos 2 A 4 cos 2 B 4 2.sen A.sen B.cos C = 15/8 

cos 2 B 4 cos 2 C 4 2.cos A.sen B.sen C = 14/9 

Determine o valor de cos 2 A 4 cos 2 C 4 2.sen A.cos B.sen C. 

vSolu^ao: 
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Como cos 2 A + cos 2 B - cos 2 C + 2.sen A.sen B.cos C = l => 

l + cos 2 C = 15/8 => cos 2 C = 7/8 => cosC = l^* 4 ;=> senC ~ — 

4 4 

Como - cos 2 A + cos 2 B + cos 2 C + 2.cos A.sen B.sen C = 1 => 

%/c 2 

1 +cos 2 A =14/9 => cos 2 A = 5/9 => cosA = -y- => senA = - 

3 3 

Como A, B e C sao angulos de um triangulo: B = 180° - (A + C) => 
cos B = - cos (A + C) = - (cos A.cos C - sen A.sen C) => 

Vs VJ 4 _ 2V £)_ 2V2-V70 
12 


cosB = - 


3 4 3 4 

! A + cos 2 C - ' 

cos 2 A + cos 2 C + 2.sen A.cos B.sen C = 1 + cos 2 B = 
3) Encontre 0 valor maximo da expressao 


Como cos 2 A + cos 2 C - cos 2 B + 2.sen A.cos B.sen C = l, segue que: 

m-W35 
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xy + x^/i-y 2 + yVi-x 2 - 7 (i-x 2 )(i-y 2 ). 

Soluqao: 

Para que esta expressao fa<;a sentido devemos ter: 
i-x 2 >oei-y 2 >o <=> x 2 >iey 2 <i <=> 

- i<x <1 e -i<y<i 

Seja entao x = cos a e y = cos |3 (o < a, p < tu): 

P = xy + x-v/i-y 2 +yVi-x 2 ->/(l-x 2 )(i-y 2 ) = 


= cos a. cos |3 + cos a^i-cos 2 (1 + cos pVi-cos 2 a - 1/(1-cos 2 a)(i-cos 2 13 ) = 
= cos a. cos (1 + cos a. sen p + cos ( 3 . sen a-sena.senp = cos(a + P) + sen(a + p) 

= V2 —— cos(a + P) + ——sen(a + p) = V2ser> 

2 2 
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—+ a + p |< V2 

u 


4) Prove que tg 2 4 0 + tg 2 8° + tg 2 12 0 + ... + tg 2 88° = 990. 

Soluqao: 

Seja z = cos 9 + i.sen 9 => z 45 = (cos 9 + i.sen 9)45 = cos 459 + i.sen 459 


cos 456 = 

sen459 = 
Assim: 


45 

o 

45 


cos 45 0 — 


45 


cos^ 


9 .sen 2 0 +... + [ ^ |cos 9 .sen 44 9 


cos 44 9 .sen 9 - 


^ 45 ^ 


w / 


44 J 

cos 42 9 .sen 3 0 + ...+ 


r 45 ^ 

v45. 


sen 45 8 


74 


Tecnicas em Olimpiadas tie Matem&ica - Trigonometria 


Ig450 = ^^ 


45 1 


|cos 44 9 .sen 9 - 


45 
3 j 


\ ( 

cos 42 0 .sen 3 9 + ...+ 


45 1 

V 45 ) 


sen 45 9 


1^450 = 


45^ 

cos 45 

0- 

0 J 

1 

V 

45 ^ 


^45' 


tg 9 - 


3 ; 


V 3 , 


45 

2 


cos 43 0 .sen 2 9 + ...+ 


^ 45 n 

. 44 , 


cosO.sen 44 0 


tg 3 0 + ...+ 4 ^ltg 45 0 
y 45 j 


f 45 V 


tg^ + ... + f 45 ] 

{oj 

.2, 

l44j 


tg 44 0 


Kazendo tg 0 = t segue que: tg450 = 


(?) 

t- 

' 45 ' 

. 3 , 

t 3 + ...+ 

(45 

145 , 

t 45 

(45 

1°, 


45 ^ 

,2 , 

t 2 + ...+ 

” 45 'j 

, 44 j 

|-44 



t 45 - 

f 45 W..- 

S' 

LO 

^ _ 

e+ 

"45\ 

.45) 


l43j 

v 3 ) 


.1 J 


t = o (a) 


ig 450 = o <=> 


A equayao (l) possui como raizes t = o, ± tg 4 0 , ± tg 8°,..., ± tg 88° 


■se 

[ 45 ^ 

t 44 -f 45 ] 

t 42 +...- 

f 45 V + 

f Al -\ 

45 


. 45 ; 

> 

CO 

3 


l3 J 

V 1 , 


Dividindo (1) por t obtem-se 
I,ogo, as raizes da equayao (2) sao: t = + tg 4 0 , ± tg 8°,..., ± tg 88° 


= 0 (2) 


[■'azendo t 2 = x obtem-se 


f 45 ^ 

22 


2 . f 45 ^ 


" 45 ^ 

•se 

x - 



x + 


\ 45 ; 


. 43 y 

13 J 




= 0 (3) 


I’ortanto, as raizes de (3) sao x = tg 2 4 0 , tg 2 8°,..., tg 2 88° 
Deste modo, a soma das raizes de (3) vale: 

r 45 ’ 

. 43 , 


lg 2 4 0 + tg 2 8° + tg 2 12° + ... + tg 2 88° =- 


45 

1,45 


= 990 


5) (IMO-77) Defini-se f(x) = 1 - a.cos x - b.sen x - A.cos 2x - B.sen 2x, 
onde a, b, A, B sao constantes reais. Suponha que f(x) > o para todo x 
real. Prove que a 2 + b 2 < 2 e A 2 + B a < 1. 

Soluyao: 

-'a b N 

-.COSX+ , .senx 


a.cos x + b.sen x = Va 2 +b 2 


Va 2 + b 2 


Va 2 + lr 


7 
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Como 


= 1 entao existe um angulo a tal que 


\ 2 r 


sena = 


\4 a 2 + b 2 J Wa 2 + b 2 

a b 


Va 2 + b 2 


e cos a = 


Va 2 + b 2 


Logo: 

a.cosx + b.sen x = Va 2 + b 2 (cosx.sena + senx. cos a) = -v/a 2 + b 2 .sen(x + a), 
onde a = arc tg (a/b) 

Analogamente: a.cos x + b.sen x = Va 2 + B 2 .sen(2x + p) 
onde (5 = arc tg (A/B) 

Desta forma: f(x) = 1 - Va 2 + b 2 sen(x + a)- vA 2 + B 2 sen(2x + p) > o 
f (x + n) = 1 + Va 2 + b 2 sen(x + a) - Va 2 + B 2 sen(2x + p) > o 
Somando as duas inequagoes: Va 2 + B 2 sen(2x + p) < i (i) 

Como (l) e valida para todo x e em algum momento sen(2x + 0 ) = l, 
segue que A 2 + B 2 < l 

f (x +jt / 4) — i — Va 2 +b 2 sen(x + n j 4 + a) - Va 2 + B 2 sen(2x + 7r / 2 + p) => 

i - Va 2 + b 2 scn(x + n / 4 + a) - Va 2 + B 2 cos(2x + p) >0 

f(x -7r/4) = i-Va 2 + b 2 sen(x-7i/4 + a)-VA 2 + B 2 sen(2x-7i/2 + p) => 

1-Va 2 + b 2 sen(x + 7 r /4 + a)+VA 2 + B 2 cos(2x + p) >0 
Somando as duas inequagoes: 

Va 2 + b 2 [sen(x + a + 7 1 / 4)+sen(x+ 01-71/4)] <2 —> 

Va 2 + b 2 .2.sen(x+a).sen(jt/4)<2 => Va 2 + b 2 sen(x + a)< 

Como em algum momente tem-se sen(x + a) = l: a 2 + b 2 < 2 


6.4. EXERCICIOS PROPOSTOS - PARTE A 

1) (Letonia-94) E dado que cos x = cos y e sen x = - sen y. 

Prove que sen 1994 X + sen I 994 y = 0. 

2) (Baltica-95) Prove que sen3 18 0 + sen 2 18 0 = 1/8. 

3 ) (Canada- 75 ) Uma fungao f(x) e periodica se existe um numero 
positivo p tal que f(x + p) = f(x) para todo x. Por exemplo, sen x e 
periodica com periodo 2tt. A fungao sen (x 2 ) e periodica? Prove sua 
rcsposta. 
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4) (J. I. R. MacKnight-79) Resolva: 
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arctg (fvi) +arctg (ffvi) _ arctE (fl) ■ 

5) (Polonia-96) Determine todos os inteiros positivos n, tais que a 
c^quagao 2.sen nx = tg x + cot x possui solugoes nos numeros reais x. 

6) (Espanha-85) Resolva a equagao tg 2 2x + 2.tg 2x.tg 3X = 1. 

7) (IMO-59) Sejam a, b, c numeros reais. Dada a equagao para cos x: 

a cos 2 x + b cos x + c = o, 

forme uma equagao quadratica em cos 2x cujas as raizes sao os mesmos 
valores de x. Compare as equagoes em cos x e cos 2x para a = 4, b = 2, 
c = -1. 

8) (Vietna-82) Ache a, b, c inteiros tais que as raizes da equagao 
ux 2 + bx + c = 0 sao cos 72 0 e cos 144 0 . 

9 ) (Belgica-2006) a) Encontre todos os numeros reais a tais que 
cos(4a) = cos(3a). 

h) Determine inteiros a, b, c, d tais que cos—, cos^, cos—, sao 

111 

solugoes da equagao ax 3 + bx 2 + cx + d = 0. 

to) Prove que x, y, z sao numeros reais positivos tais que 

x 2 + y 2 + z 2 + 2xyz = l, 

entao existe um triangulo ABC tal que x = sen (A/2), y = sen (B/2) e 
7. = sen (C/2). 

ti) Demonstre que em um triangulo vale a relagao: 

cos A + cos B + cos C = t + 4.sen (A/2).sen (B/2).sen (C/2) 

12) (Moldavia-2000) Determine o valor mdximo do produto xy se os 
numeros reais xey satisfazem a relagao: y(i + x 2 ) = x^i~4y 2 -1 j. 

t3) (USAMO-92) Prove que: 

1 ( 1 | _ 1 cost 0 

coso° cosi° cosi° cos2° “* cos88° cos89° ~sen 2 i° 

14) (USAMO-96) Prove que a media dos numeros n.sen n° (n = 2, 4, 6, 

..., 180) e igual a cot 1°. 
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15) (Russia-83) Dois angulos agudos a e b satisfazem a condigao: 
sen 2 a + sen 2 b = sen (a + b). Prove que a + b = 71/2. 

16) (Putnam-2003) Determine 0 valor minimo de: 

|sen x + cos x + tg x + cot x + sec x + cossec x| 
para todos os numeros reais x. 

17) (AIME-2006) Determine a soma de todos os x tais que 

COS 3 3X + COS 3 5X = 8 .COS 3 4 X.C 0 S 3 x 

onde x e um angulo medido em graus e ioo° < x < 200°. 


18) (IMO-63) Prove que cos 7 1/7 - cos 271/7 + cos 371/7 = 1/2. 

19) (Romenia-2004) Sejam x, y e z numeros reais tais que 

cos x + cos y + cos x = o 
cos 3x + cos 3y + cos 3z = o 
Prove que cos 2x.cos 2y.cos 2z < 0. 


20) (Romenia-96) Mostre que 


cos' x + cos' X + 


271 


+ COS' 


para todo x e IR. 



= -^cos3x, 
64 


21) (IMO-89 Longlist) Dado que: 

cos x + cos y + cos z _ senx + seny + senz 


cos(x + y + z) sen(x + y + z) 

mostre que cos (y + z) + cos (z + x) + cos (x + y) = a. 


= a, 


6*5. EXERCICIOS PROPOSTOS - PARTE B 

1) (AMC12-99) E um triangulo ABC sabe-se que 3.sen A + 4x0s B = 6 e 
4.sen B + 3x0s A = 1. Determine a medida do angulo C. 

2) (Bulgaria-97) Determine todos os numeros reais x tais que 
tg (71/12 - x), tg 71/12 e tg (71/12 + x) formam (em alguma ordem) uma 
progressao geometrica. 

3) Determine a soma de todos os x no intervalo [o, 2 tt] tais que 
3xot 2 x + 8xot x + 3 = o. 
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4) (AMC12-2002) Dado que (1 + tg i°)(i + tg 2°)...(i + tg 45 0 ) = 2 n , 
determine n. 


3) Calcule o valor de cos axos 2axos 3a..xos 999 ^> onde 


a = 


271 

1999 


(>) Demonstre que se A, B e C sao angulos de um triangulo entao: 

ABC 

sen A+ sen B + sen C =4.cos—.cos—.cos— 

222 

7) (OBM-2001) Uma calculadora tern o numero 1 na tela. Devemos 
rfetuar 2001 operagoes, cada uma das quais consistindo em pressionar a 
lecla sen ou a tecla cos. Essas operagoes calculam respectivamente o seno 
c o cosseno com argumentos em radianos. Qual e o maior resultado 
possivel depois das 2001 operagoes? 

7t » 27t 371 

8) Mostre que sec 4 —+sec 4 — + sec 4 — = 416. 

7 7 7 


9) (Belgica-95) Prove que para todo neNe para todo a 

(n + x)a na 
n sen-^-— .sen — 

^ sen(ka) =- - -— 


]o, 7 i[: 


sen 


a 


to ) (AIME-2013) Para k < 0 < 27c tem-se: 

P=icos0--sen20-—COS30+—sen40+—cos50-*^-sen60—cos70+... 
2 4 8 16 32 64 128 


e 

O=i--sen 0 “COS 20 +—sen 30 +—COS48—^sen50-^cos6O+-^-sen70+... 
^2 4 8 16 32 64 128 


P 2V2 
lal que — =- 

Q 7 


Calcule sen 0 . 


ti) (IMO-67 Longlist) Mostre que o triangulo cujos angulos A, B e C 

, sen 2 A + sen 2 B + sen 2 C 

satisfazem a igualdade -—-—-77; 

cos“ A -f cos B + cos C 


-2 e um triangulo 


retangulo. 
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12) (IMO-66) Prove que 


1 1 

- +- 




sen2x sen4x sen2 Il x 
todo numero natural n e todo real x. (com sen 2 n x nao nulo). 


— = cotx-cot2 n x para 


13) (AIME-2012) Sejam x e v numeros reais tais -= 3 

seny 


cosx 

e- 

cosy 


Calcule o valor de 


sen2x 

-+ 

sen2y 


COS2X 

cos2y 


£ 
2 * 


14) (IMO-61) Resolva a equagao cos n x - sin n x = 1, onde n e um numero 
natural. 


15) (AIME-2008) Determine 0 inteiro positivo n tal que: 

. 1 4. 1 ,.1 ^ 1 tt 

arc tg—+ arc tg— + arc tg- + arc tg—= — 

3 4 5 n 4 


16) (AIME-2008) Seja a =-. Determine o menor inteiro positivo n 

2008 

tal que: 

2[cos a.sen a + cos 4a.sen 2a + cos 9a.sen 3a + ... + cos n 2 a.sen na] 
e um inteiro. 

17) (IMO-62) Determine todas as solugoes reais para 

cos 2 x + C 0 S 2 2 X + cos 2 3 x = 1. 

18) (IMO-65) Determine todos os x no intervalo [0, n] que satisfazem: 

2 cosx < |Vi+sen2x - Vi - sen2x | < V2 . 

19) (IMO-69 Shortlist) Determine todos os numerosreais X tais que a 
equagao sen-i x - cos 4 x = ^(tg 4 x - coD x): 

a) nao possua solugao. 

b) possua exuatamente uma solugao. 

c) possua exatamente duas solugoes. 

d) possua mais que duas solugoes no intervalo (o, 71/4). 

20) (USA Talent Search) Determine todos os numeros reais x entre 0 e 
2 n tais que tg yx - sen 6x = cos 4x - cot yx. 

21) (Pan African-2000) Resolva a equagao trigonometrica: 

sens x(i + cot x) + coss x(i + tg x) = cos 2x 
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OPERAQOES ALGEBRICAS 

7.1. PARTE A 

0 

De iZ = x 4 + y 4 = + y 2 ) 2 _ 2 (xyf = 1 - 2.{xyf, obtemos (xyf =— , e dai 

— = 6 . 

*y 


a) Subtraindo as duas equacoes dadas temos a 2 - b 2 = 6(b - a) ou seja 
(a - b)(a + b - 6) = o. Como a * b, temos a + b = - 6. 

b) Da parte a), elevando ao quadrado, a 2 + b 2 + 2ab = 36. Mas, somando 
as equates dadas, temos a 2 + b 2 = 6 (a + b) + loab = - 3b + ioab. 
Portanto, - 36 + 2ab + ioab = 36 0 que da ab = 6. 

Da fatoraqao de a 3 - 1 sabe-se que: as - l = (a - i)(a 4 + as + a 2 + a + l) 
Multiplicando a ' 1 + a 3 + a 2 + a + i = o por a — 1 tem-se que 
(a - i)(a 4 + a 3 + a 2 + a + 1) = o => as-i = o => as = o 
As sim." 

a 2000 + 32010 + ! = (a 5 ) 40 o + (35)402 + 1 = (1)400 + (1)402 + 1 = 14-1 + 1 = 3 

a 2 + b 2 + (a + b) 2 = c 2 + d 2 + (c + d) 2 => a 2 + b 2 + ab = c 2 + d 2 + cd => 

(a 2 + b 2 + ab) 2 = (c 2 + d 2 .+ cd) 2 => 
a 4 + b 4 + a 2 b 2 + 2a 2 b 2 + 2a 3 b + 2ab 3 = 

_ C 4 + d 4 + c 2 d 2 + 2 c 2 d 2 + 2 c 3 d + 2cd 3 => 

2a4 + 2b4 + 2 a 2 b 2 + 4 a 2 b 2 + 4 a3 L + 4 a b 3 = 

= 2c4 + 2d 4 + 2c 2 d 2 + 4c 2 d 2 + 4c 3 d + 4 c d 3 => 
a 4 + b 4 + [a 4 + 4a 3 b + 6a 2 b 2 + 4 a b 3 + b 3 ] = 

= c 4 + d 4 + [c 4 + 4c 3 d + 6c 2 d 2 + 4cd 3 + d 3 ] => 
a 4 + b 4 + (a + b) 4 = c 4 + d 4 + (c + d) 4 


5 ) 

Temos a£» = a- b<=>£> =-• Logo 

l + a 















a b , a - a l-a 2 

—+— ab -— + -^-a -= i + a+- 

b a * a l + a 

(i-a)(i + a) 

= i + a + --—--=i+a+i-a=2 


l + a 


l + a 


a b 


0u seja, o unico possivel valor de —+—ab 62. 

b a 


6 ) 

a) Subtraindo as duas equagoes: a 2 - b 2 = 7(b - a) => 

(a - b)(a + b) = - 7(a - b) 

Como a * b => a + b = - 7 

i) a 2 = 7(- 7 - a) + 51 => a 2 = - 7a + 2 => a 2 + 7a - 2 = o 

ii) b 2 = 7(- 7 - b) + 51 => b 2 = - 7b + 2 => b 2 + 7b - 2 = 0 

Assim, a e b sao as raizes da equagao x 2 + 7x-2 = o => ab = - 2 

b) Fazendo x = —y = . 1 - e z = —— entao: 


T 5 J _ V 

a-b b-c 


c-a 


1 , 1 v 1 1 • 111 

— = a-b, — = b-c e - = c-a. Assim: - + — + - = o. 
x y z x y z 

Desenvolvendo esta ultima expressao obtemos yz + zx + xy = o> 
111 


Portanto: 




- = x 2 + y 2 + z 2 = 


(a-b) 2 ' (b-c) 2 (c-a) 2 

= (x + y + z) 2 - 2(xy + yz + zx) = = (x + y + z) 2 , ou seja: 

\ 2 

1 1 1 1 


(a-b) 2 (b-c) 2 (c-a) 2 ^a-b b-c c-a 


7) 

a 4 + b 4 + c 4 + d 4 - 4abcd = 

= (a 4 - 2a 2 b 2 + b 4 ) + (c 4 - 2c 2 d 2 + d 4 ) + (2a 2 b 2 + 2c 2 d 2 - 4abcd) = 

= (a 2 - b 2 ) 2 + (c 2 - d 2 ) 2 + 2(ab - cd) 2 = o 

Como todo quadrado perfeito e maior o igual a zero, a unica 

possibilidade e: 

i) a 2 = b 2 => a = b 

ii) c 2 = d 2 => c = d 

iii) ab = cd => a = b = c = d 

8 ) 

Inicialmente, podemos observar que: 

a+b b+c c+a b c a fab c ) 

a + b b+c c + a a + b b+c c + a ya + b b+c c + aj 
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ou seja, obter o valor de a = ——r+-r~+—~® equivalente a obter o 
J ’ a+b b+c c+a 

, , „ b c a 

valor de 6 =--+--+-• 

a+b b+c c+a 

Como ja sabemos que p = 3 - a basta agora conseguir outra relagao entre 
ae paproveitando a igualdade fornecida no enunciado a qual envolve 
(q-b)-(b-c)-(c-a) 
f ~ (a + b)-(b + c)-(c + a) 

Apos alguns testes, substituindo valores em a, b e c, somos levados a 

, a-b b-c c-a a-b b-c c-a 
su P orquea-p = -Y,istoe,—+—+—= -^ b + c - c + Q - 

Vamos demonstrar tal identidade: 

a-b b-c c-a (a -b)(b+c)(c+a)+(b-c)(a+b)(c+a)+(c-a)(a+b)(b+c) 
<i+b + b+c + c+a _ (a+b)(b+c)(c+a) 

Porem, 

1) (a-b)(b+c)(c+a)=(a-b)(b-c+2c)(a-c+2c) = 
=(a-b)(b-c)(a-c)+2c{a-b)(b-c+a-c+2c) = 
=(a-b)(b-c)(a-c)+2c(a-b)(a+b) 


2) (b-c){a+b)(c+a)+(c-a)(a+b)(b+c) = 

=(a+b)((b-c)(c+a)+(c-a)(b+c)) = 

= [a+b)[bc+ba-c 2 -ca+cb+c 2 -ab-ac) = 

= (a+b)(2bc-2ac)=-2c(a-b)(a+b) 

, ^ (a-b)(b-c)(c-a) 

Logo, dele 2: (*)=—j-77—r-r- 

6 (a+b)(b+c)(c+a) 

I t \ 1 16 

Assim, a-p= — ea-3-a =--oa--. 

II 11 11 


9) 

a + b = c + d => (a + b )3 = (c + d )3 => 
as + 3a 2 b + 3ab 2 + bs = c 3 + 3C 2 d + 3cd 2 + ds => 
3a 2 b + 3 ab 2 = 3 C 2 d + 3cd 2 => ab(a + b) = cd(c + d) 
i a possibilidade: a + b = o e c + d = o 
Assim, tem-se que a = -b e c = -d 
Logo: 

£2011 4- ^2011 = a 2011 + (— a) 2011 = a 2011 — a 2011 = o 

C 2011 + J2011 - C 2011 + c ) 2011 = c 2011 — c 2011 = o 
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2 a possibilidade: a + b^o ec+d^o 
Assim, segue que ab = cd 

(a - b) 2 = (a + b) 2 - 4ab = (c + d) 2 - 4cd = (c - d) 2 

# f a - b = c - d , , 

I) =>2a = 2c=>a = c=>b = d=> 

[a + b = c + d 

g2011 4. J)2011 = (>2011 4. (J2011 

fa-b = d-c - j , 

II) i => 2a = 2d => a = d => b = c 

[a + b = c + d 

a 2011 4. ^2011 = Q2011 4. (^2011 


10) 

S A = ( 7 - + s)S 3 - rsS 2 = (r + s)-5 - rs. 2 = 5 r + 5s - 2rs = 6 
S 3 = (r + s)S 2 - rsS t = (r + s).2 - rs.i = 2 r +2s - rs = 5 
Com isso, encontramos que r + s = -4 e rs = -13. 
Dai, S 5 =(r+s)S 4 -rsS 3 =- 24+65 = 41. 


11) 

i a Solugao: 

Supondo b * o e c ^ 0: 

i j ad 

ac = - bd => —=— => 
b c 


a 2 + b 2 = l 



c 2 + d 2 = l => 




Como — = — entao 2 - = - V b = ± c => a =+d, ou seja, se b 
b 2 c 2 b c 2 

entao a = -deseb = -c tem-se a = d 
Logo: ac + bd = ac + (+ c)(+a) = ac — ac = o 
O caso em que b = oouc = oe trivial e resultado ac + bd = o. 

2 a SoluQao: 

o = (ac + bd)(ad + be) = a 2 cd + abc 2 + abd 2 + b 2 cd = 

= cd(a 2 + b 2 ) + ab(c 2 + d 2 ) = ab + cd 


c 


12 ) 

a 2 b + a 2 c = 2010 e b 2 c + ab 2 = 2010 

a 2 b + a 2 c = b 2 c + ab 2 => c(a 2 - b 2 ) + ab(a - b) = 0 => 

(a-b)[c(a + b) + ab] = o => ab + ac + be = 0 

x = c 2 (a + b) = c(ac + be) = c(- ab) = - abc 
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a 2 b + a 2 c + b 2 c + ab 2 = 4020 => ab(a + b) + c(a 2 + b 2 ) = 4020 => 
ab(a + b) + c[(a + b) 2 - 2ab] = 4020 => 

(a + b)(ab + ac + be) - 2abc = 4020 => o + 2x = 4020 => x = 2010 


13 ) 

Em primeiro lugar, veja que cada termo do produto e do tipo 

(lc + i) +(k + i) +1 dj sso podemos escrever 

k 4 +k a + i 

x 4 + x 2 +1 = (x 4 + 2x 2 +1) - x 2 = (x 2 +1) 2 - x 2 = (x 2 - x+i)(x 2 + x +1). 
Assim, ficamos com 

(k +1) 4 + (k +1) 2 +1 _ [(k +1) 2 - (k +1) + i].[(k +1) 2 + (k +1) +1] 
k 4 +k 2 + i ~ (k 2 -k + i)(k 2 + k + i) 

Agora, veja que 

(A: + 1) 2 - (k + 1) + l = k 2 + k + 1 e k 2 - k + 1 = (k- 1) 2 + (k - 1) + 1. 

,, . _ - (k + i) 4 + (k + i) 2 + i (k + 1) 2 + (k + i) + i 

& k 4 + k +1 (k -1) + (k -1) +1 

Logo, 0 produto pedido e igual a: 

2 2 + 2 + 1 4 2 + 4+i 6 2 + 6 + i 32 2 +32 + 1 


o 2 + o + i 2 2 + 2 +1 4 2 +4 + i 30 2 + 30 + i 


= 32+32 + 1 = 1057. 


14) 

x + y = - z => (x + y )3 = - z 3 => x 3 + 3x 2 y + 3xy 2 + y 3 + z 3 = 0 => 
xs + y 3 + z 3 + 3xy(x + y) = o => x 3 + y 3 + z 3 = 3xyz 

1X13 

Analogamente, pode-se demonstrar que —+— + — =-. 

x 3 y 3 z 3 xyz 

x 6 + y 6 + z 6 = (x 3 ) 2 + (y 3)2 + (z 3 ) 2 = (x 3 + y 3 + z 3 ) 2 - 2x3y3 - 2 x 3 z 3 - 2y3z3 = 

= 9x 2 y 2 z 2 -2x 3 y 3 z 3 f^-+-^- + ^-' => 

\ x 3 y 3 z 3 J 


x 6 + y 6 + z 6 = 9x 2 y 2 z 2 -2x 3 v 3 z 3 — 1 — = 9x 2 y 2 z 2 - bx^z 2 = 3x 2 y 2 z 2 

xyz 

. . x 6 + y 6 + z 6 3x 2 y 2 z 2 

Assim: o . ^-= xyz. 


x 3 + y 3 + z 3 


3 xyz 


15) 

/ 


xyz 
.—+- 


^y-z z-x x-y^y-z z-x x-y 


1 1 1 

-+-+- 


= 0 
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x y z x 

-4---—r + --—+ 


1 1 

- + - 


.1 


(y-z ) 2 (z-x ) 2 (x-y ) 2 y-z^z-x x-yj z-xl^y-z x-y 


l l 
- + - 


1 1 
-4-- 


x-yvy“ z z -xj 


= 0 


- H— 


z x(x-y+z-x)+y(x-y+y-z)+z(z-x+y-z)_ 


(y-z ) 2 ‘ (z-x ) 2 (x-y ) 2 ' (y-z)(z-x)(x-y) 

x y z -xy+ xz + xy-j^-xr 4 r yz' 


(y-z ) 2 "(z-x ) 2 + (x-y ) 2 z-x)(x-y) 


= o 


x y z 

- + —-—-— = o 


(y-z ) 2 (z-x ) 2 (x-y) J 

ayz + bxz+cxy 


16) 

a b c 

- + — + - = () 
x y z 


xyz 


= o => ayz + bxz + cxy = o 


xyz 

-+f+- 

a b c 


x 2 y 2 z 2 f xy xz yz) 

:1 ^ a^ + b 2 + c^ + 2 [ab + ac + be J _1 


X 2 | y 2 | z 2 | 2 (ayz+bxyx^yT " _ i xl+Zl+£l = i 


=o => 


17 ) 


x + ^| =(-l ) 2 


Se x 2 + l = - x entao x 4 - — = -l = 
x 

2 1 2 1 
X 4-24-—= 1 => X + — = -l 

X^ X^ 

X + -¥x 2 +^-1 = 1 => X 3 4- — 4- X 4- —— = 1 => X 3 4- —— = 2 

xA X 2 J X X 3 X 3 


X4- — II X 3 +— | = -2 => x 4 +— 4-X + — = —2 => X 4 + —= -l 

1 


X 4 4-- =1 => X 5 4-— 4- X 4 4-— = 1 => X 5 4-— = 2 


X4- 


Generalizando, x+— = -i, x 2n +—^- = -1 e x2im+ 2 „+i ~ 2 paran>i. 


X H-4- X 4- 


4- X° 4-- 


1 

3^7 


= 14-14- 4 4-1 + 4 +14- 44-. ..4 -1 + 4 = 1 + 13.14- 13.4 = 66 


18 ) 

x 2 - y = y 2 - z 


x + y = 


y-z 

x-y 


x 2 - y = z 2 - x 


X4-Z = 


y- x 


x-z 
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=> x 2 -y 2 = y-z => (x-y)(x-fy) =y-z => 

=> x 2 - z 2 = y - x => (x - z)(x 4- z) = y - x => 


y 2 - z = z 2 - x 


y+z = 


Z-X 

y-z 


y 2 - z 2 = z - x => (y - z)(y 4- z) = z - x => 


( x + y)(y+z)(z 4 -x) = 


(y-z)(z-x)(y-x) 
(x-y)(x-z)(y -z) 


= 1 


19) 

x 2 4-y 2 | y 2 4-z 2 | z 2 4 -x 2 _ ( x 2 4-y 2 | y 2 4-z 2 z 2 4 -x 2> | 

x 4 -y y + z . z 4- x ( z x y J 


-[(xy(x 2 + y 2 ) 4- yz(y 2 + z 2 ) + xz(x 2 + z 2 )] 
xyz 


-x 3 y - xy 3 - y 3 z - yz 3 - x 3 z - xz 3 _ -x 3 (y + z)-y 3 (x4-z)-z 3 (x + y) 
xyz xyz 

x 4 4-y 4 4-z 4 x 3 y 3 z 3 
xyz yz zx xy 


20) 

(ax 4- by 4- cz ) 2 = 0 => a 2 x 2 4- b 2 y 2 4 - c 2 z 2 4- 2 abxy + 2 acxz 4- 2 bcyz = 0 
bc(y - z ) 2 4- ac(x - z ) 2 4- ab(x - y ) 2 = 

bey 2 4- bez 2 - 2 bcyz 4- acx 2 4- acz 2 - 2 acxz + abx 2 4- aby 2 - 2 abxy = 

= bey 2 4- bez 2 4- acx 2 + acz 2 4- abx 2 4- aby 2 4 - a 2 x 2 4- b 2 y 2 4- c 2 z 2 = 

(a 4- b + c)(ax 2 4- by 2 4 - cz 2 ) 

Logo: 


ax 2 4-by 2 4-cz 2 



1 


bc(y - z ) 2 + ca(z - x ) 2 + ab(x - y ) 2 (a^by^+cz^Ca + b + c) a + b + c 


21 ) 
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X + 


i ,_ 2 , xyz(x + y + z) , xz(x + y + z) x 2 y+ xz (x + y + z) 

y 2 y 2 y y 

x(y + z)(x + z) 

y 

2 . i y(z+x)(y + x) 2,1 z(x + y)(z+y) 

Analogamente: y +—--e z +—- - 

z z xx 


Multiplicando estas expressoes obtem-se 

y 2 +-rlf z 2 +4l=C x+ y) 2 (y +z ) 2 ( z+x)a 


2 1 A 

X + — 

y 


22 ) 

(a + b + c )3 = (a + b)s + 3 (a + b) 2 c + 3 (a + b)c 2 + c» = 

= a 3 + bs + cs + 3(a 2 b + ab 2 + a 2 c + ac 2 + b 2 c + be 2 ) => 

(a + b + c)3 = as + bs + c 3 + 3 (a + b)(b + c)(c + a) 

Assim, (a + b + c)3 = a 3 + b 3 + cs <=> (a + b)(b + c)(c + a) = o <=> 
a = - b ou a = - c ou b = — c <=> 
a + b + c = c ou a + b + c = b ou a + b + c = a 
yfa. + ^/b + a/c = yfsL+b + C 


Vamos construir uma equagao algebrica de 3 ° grau tal que suas raizes 
sejam a, b e c. Desde que a + b + c = o, a equaqao e dada por x 3 + qx + r 
= 0 , q e r inteiros. Substituindo: 

as + qa + r = o, bs + qb + r = o, c 3 + qc + r = 0 
Multiplicando cada equagao por 2a, 2 b e 2 c, respectivamente, e somando 
obtemos: 

2 a 4 + 2 b 4 + 2 C 4 + 2q(a 2 + b 2 + c 2 ) + 2r(a + b + c) = 0 => 

2 a 4 + 2 b 4 + 2 C 4 = - 2q(a 2 + b 2 + c 2 ). 

Pelas relagoes de Girard sabemos que: 

a + b + c = 0 , ab + be + ac = - q, abc = r 

Assim: (a + b + c ) 2 = a 2 + b 2 + c 2 + 2 (ab + be + ac) = o => 

a 2 + b 2 + c 2 = - 2 (ab + be + ac) = - 2 q 

Como 2 a 4 + 2 b 4 + 2c 4 = - 2q(a 2 + b 2 + c 2 ) => 

2 a 4 + 2 b 4 + 2 c 4 = 4q 2 = (2q) 2 . 

24) 

a + b + c = o => a + b = -c => (a + b )3 = -c 3 => 

as + 3a 2 b + 3ab 2 + bs = — c 3 => as + bs + cs = - 3ab(a + b) => 

as + bs + cs = 3abc 

a + b + c = o => a + b = -c => (a + b)s = - cs => 


90 


Tecnicas em Olimmatias tie Matematica - Oneracoes Mnebricas - Solucoes 

as + 5a4b + ioasb 2 + ioa 2 bs + sab4 + bs = - cs => 

as + bs + cs = - 5ab[as + bs + 2ab(a + b)] = - 5ab(- ca + 3abc - 2abc) = 

= 5abc(c 2 - ab) 

Analogamente: as + bs + cs = 5abc(b 2 - ac) = 5abc(a 2 - ac) 

Somando estas expressoes: 

3(as + bs + cs) = 5abc(a 2 + b 2 + c 2 - ab - ac - be) 

Como a 3 + bs + cs = as + bs + cs entao: 

3(3abc) = 5abc(a 2 + b 2 + c 2 - ab - ac - be) => 

2(a 2 + b 2 + c 2 ) - 2(ab + ac + be) = 18/5 
a + b + c = o => a 2 + b 2 + c 2 + 2(ab + ac + be) = o => 

3(a 2 + b 2 + c 2 ) = 18/5 => a 2 + b 2 + c 2 = 6/5 

25) 

a 3 + b 3 + c 3 = (- d )3 = (a + b + c )3 => a 3 + b 3 = (a + b + c )3 - cs => 

(a + b)(a 2 - ab + b 2 ) = (a + b + c - c)[(a + b + c) 2 + (a + b + c)c + c 2 ] 

(a + b)(a 2 - ab + b 2 ) = (a + b)(a 2 + b 2 + c 2 + 2ab + 2 ac + 2bc + ac + be + c 2 + c 2 ) => 

(a + b)(a 2 + b 2 + 3c 2 + 2ab + 3ac + 3bc) - (a + b)(a 2 - ab + b 2 ) = o => 

(a + b)(3c 2 + 3ab -f 3ac + 3bc) = 0 => (a + b)(a + c)(b + c) = o 

26) 

Da i a equagao segue que x + y = z - 1 

(x - y)(x + y) = (1 - z)(i + z) => (x - y)(z - 1) + (z - i)(z + 1) = o => 

(z - i)(x -y + z + i) = o 

i) z = 1 => x + y = o, x 2 -y 2 = oe-x 3 + y 3 = - 2 =>x 3 = i^>x = i => 
y = -i (x, y, z) = (1, - l, 1) 

ii) x-y + z = -i => 2x = — 2 =^> x = - 1 => y = z 

- x 3 + y 3 + z 3 = - 1 => 1 + 2 y 3 = - 1 => y 3 = — 1 => y = z = - l => 

(x, y, z) = (- l, - l, - 1) 


27) 

Inicialmente deve-se observar que: 2x-i>o => x>i/2 
Elevando ao quadrado os dois membros da equagao: 

X + V2X-1 +X-V2X-1 + 2 Vx 2 - 2 X + 1 = A 2 => 2 x + 2 |x-i|=A 2 

i) A = ^2 => x + | x — 11 = 1 

Se 1/2 < x < 1: x - x + 1 = 1, que e uma identidade, ou seja, todo x e 
[1/2,1] e raiz da equagao. 

Sex>i:x + x- i = l => x = 1, que e uma contradigao por x > 1 

ii) A=i => 2x + 2|x — 1 1 = 1 
Sei/2<x<i: 2x-2x + 2 = i => contradigao!!! 

Se x > 1: 2x + 2x - 2 = 1 => 4x = 3 => x = 3/4, porem x > 1, ou seja, 
nao existe solugao para A = 1 
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iii) A = 2 => x + |x — 1 1 =2 

Se 1/2 < x < 1: x - x + 1 = 2 => contradigao!!! 

Sex>i: x + x- i = 2 => 2x = 3 => x = 3/2 

28)_ 

2>/x 2 -l=X- A /x 2 -p => 4 X 2 -4 = x 2 -2X-Jx 2 - p + x 2 - p => 

2x 2 +p-4 = -2x-y/x 2 -p => 4 x 4 + 4(p - 4)x 2 + (p - 4 ) 2 = 4 X 4 - 4PX 2 => 

(8p - i6)x 2 = - (p - 4) 2 => x — 4 — 

2 V 4 - 2 P 

Como 4 - 2p > 0 tem-se que p < 2 => |p — 4| = — Cp — 4) 

A — p 

Assim, a unica solugao e x = — . 

2 V 4 - 2 P 


7.2. PARTE B 

1) x = 3 ou x = - 81. Dica: Eleve a quadrado duas vezes. 

2) Dica: Prove que n(n + i)(n + 2)(n + 3) = (n 2 + 311 + 1) 2 - 1 

3) 364 

4) u.s - p.t 

5) Dica: No numeradoe tire em evidencia ai e no denominador tire em 
evidencia bi. 

6) Dica. Lembre que (a x )y = (ay) x = a x y 

7) 25/6 

c>x + 4 

8) x = o, 1 ou 2. Dica: Analise a imagem de -- 

4-x 

9 ) Dica: Faga x = a + 32b e y = 3a - b. 

10) x = y = z = o. Dica: Organize os numeros em quadrados perfeitos. 

11) 2 ou 5/16. Dica: No i° termo tire em evidencia o numero a, no 
numerador e denominador. 
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12) 36. Dica: Fatore cada expressao da forma (a + i)(b + 1). 

13) a 

14) - 3. Dica: Note que x + y = - z. 

15) 373 

16) e 

17) Dica: Desenvolva (a - c)(b - c) e depois substitua ab + c 2 = a 2 + b 2 . 

18 ) Dica: Agrupe os termos equidistantes dos extremos. 

19 ) 16 

20 ) - 2/9. Dica: Prove que xy + z- i = (x- i)(y - l) 

21 ) x = ± 2/3 e y = ± 1/3. Dica: Organize em quadrados perfeitos. 

22) Dica: Demonstre que x + y + z = xy + xz + yz. 

23) ±1 

24) Dica: Veja o exemplo resolvido n° 6. 

. t abc 

25) w = a ou b ou c ou —---— 

ab + ac + be 
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FUNQOES 


8.1. PARTE A 

1) 

f(x) + f(x + 3) = x 2 => f(x + 3) + f(x + 6) = (x + 3) 2 => 
f(x + 6) - f(x) = (x + 3) 2 - x 2 = 6x + 9 
x = 19: f(25) - f(i9) = 6.19 + 9 

x = 25: f(3i) - f(25) = 6.25 + 9 

x = 31: f(37) - f( 3 i) = 6.31 + 9 

x = 85: f(9i) - f(85) = 6.85 + 9 

Somando obtem-se: f(9i) - f(i9) = 6(19 + 25 + 31 + ... + 85) + 12.9 => 

f(9i) = 94 + 3744 + 108 = 3946 

f(9l) + f(94) = 9i 2 => f(94) = 8281 - 3946 = 4335 

2) 

Fagamos x = a“ e y = a v => f(xy) = f(x) + f(y) => 
f(a u a v ) = f(a u ) + f(a v ) => f(a u + v ) = f(a u ) + f(a v ) 

Fazendo g(u) = f(a u ) => g(u + v) = g(u) + g(v) => g(u) = c.u => 
f(x) = c.loga x 

3) 

Fagamos x = a u e y = a v => f(a u + v ) = f(a u )f(a v ) 

Fazendo g(u) = f(a 11 ) => g(u + v) = g(u)g(v) => g(u) = a cu => f(x) = x c 

4) 

Seja f(o) = a e y = 0 => f(x/2) = [f(x) + a]/2 

Entao: f(x) + f(y) = 2 .f((x + y)/ 2 ) = 2.[f(x + y) + a]/2 => 

f(x + y) = f(x) + f(y) - a => [f(x + y) - a] = [f(x) - a] + [f(y) - a] 

Fazendo f(x) - a = g(x) => g(x + y) = g(x) + g(y) => g(x) = cx => 
f(x) = cx + a 

5) 

x = o e y = t => f(t) + f(- 1 ) = 2 f(o)cos t 
x = k /2 +1 e y = 71/2 => f(t + 71) + f(t) = 0 

x = rr /2 e y = n/ 2 + t => f(t + 71) + f(— t) = 2 f(n/ 2 )cos (t + n/2) => 
f(t + 7 t) + f(— t) = — 2 f(n/ 2 )sen t 

Assim, temos que f(t) + f(- 1 ) + f(t + n) = f(o)cos t - f( 7 i/ 2 )sen t 
Deste modo: f(t) = f(o)cost + f(n/ 2 )sen t 
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6 ) 

Dividindo a equagao funcional por xy temos: f(xy)/xy = f(y)/y + f(x)/x 
Fazendo g(x) = f(x)/x => g(xy) = g(x) + g(y) 

Fazendo x = a u e y = a v => g(a u+v ) = g(a u ) + g(a v ) 

Assim, fazendo g(a u ) = h(u) => h(u + v) = h(u) + h(v) => h(u) = c.u 
Logo: g(x) = c.loga x => f(x) = c.x.loga x 

7) 

y = 0 => 2f(x) = 2f(x) + 2f(0) => f(0) = O 
x = y => f(2x) + f(o) = 4f(x) => f(2x) = 4f(x) 
x -> 2X y —> x => f( 3 x) + f(x) = 2 f( 2 x) + 2 f(x) f( 3 x) = 9 f(x) 

x -> 3x y —> x => f(4x) + f(2x) = 2f(3x) + 2f(x) => f(4x) = i6f(x) 

Por induqao podemos provar que f(nx) = n 2 f(x), para todo x real 
Seja x um numero racional, ou seja, x = p/q. 

qx = p.i => f(q.x) = f(p.i) = p 2 f(i) => f(p) = p 2 f(i) => f(x) = ax 2 para 
todo x racional 

Suponhamos que f(x) seja continua. Se x for irrational, podemos sempre 
cscolher um racional x„ com periodo infinito e cujo limite tende para x. 
Entao pela continuidade da funcjao temos que f(x) = ax 2 para todo x real 

8 ) 

Trocando x por y na equagao temos que f(x - y) = f(y - x) => 
f(x) = f(- x) 

x = y => f(o) = f 2 (x) + g 2 (x) e fazendo x = o => f(o) = f 2 (o) + g 2 (o) 
y = 0 => f(x) = f(x)f(o) + g(x)g(o) 

Se f(o) = o temos que g(o) = 0 e f(x) = o 
Se f(0) o temos que f(x)[i - f(o)] = g(x)g(o) 

Suponhamos que f(o) #ie g(o) ^ 0, entao g(x) = f(x)[i - f(o)]/g(o) 

Assim, f(0) = f 2 (x) + f 2 (x)[i - f(o)] 2 /g 2 (o) => 

f(o) = f 2 (x)[g 2 (o) + Ho) - 2f(o) + i]/g 2 (o) 

f(o)g 2 (o) = f 2 (x)[i-f(o)] => f(x) = g(o)[f(o)/(i - f(o))]‘/2 => 

g(x) = [f(o)(i-f(o))]F 2 

Se f(o) = 1 => g(o) = o => f 2 (x) + g 2 (x) = 1 

y-> -x => f(2x) = f 2 (x) + g(x)g(-x) => f(x) = cosx e g(x) = senx 

9) 

A equagao funcional lembra a propriedade 
(x + y) 3/3 = x 3/3 + ys/3 + xy(x + y) 

Assim, a fungao f(x) = xs/3 satisfaz o enunciado 

Fazendo g(x) = f(x) - x3/3 => g(x + y) = g(x) + g(y) => g(x) = cx 

Assim, temos a fungao f(x) = xs /3 + cx 
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10 ) 

y = O => f(x - f( 0 )) = 1 - X 
x -> x + f(o) => f(x) = x - f(o) - x 

Assim, f(x - f(y)) = f(x - x + f(o) + y) = l - f(o) - x + 1 - f(o) - y => 
i-x-y = 2- 2f(o)-x-y => 
f(o) = 1/2 => f(x) = 1/2 - x 

11 ) 

a) Observe inicialmente que 411 + 9 = 2(211 + 3 ) + 3 - 
Perceba gora que: 25 = 2.11 + 3 e 11 = 2.4 + 3 - 

k = 2 em ii) => f(4) = 8 + 3 = 11. 
n = 4 em i) => f(f( 4 )) = 16 + 9 = 25 => ft 11 ) = 2 5 - 

n = 11 em i) => f(f(ll)) = 44 + 9 = 53 => f( 2 5 ) = 53 * 

b) Continuando com 0 mesmo raciocinio: 

1789 = 2.893 + 3 893 = 2-445 + 3 445 = 2.221 + 3 

221 = 2.109 + 3 109 = 2.53 + 3 53 - 2.25 + 3 

n = 25 em i) => f(f(25)) = 109 => f (53) = 109 

n = 53 em i) => f(f(53)) = 221 f(i09) = 221 

n = X09 em i) => f(f(i09)) = 445 => ((221) = 445 

11 = 221 em i) => f(f(22i)) = 893 => f(445) = $93 

n = 445 em i) => f(f(445)) = 1 789 => f(893) = x 7^9 
n = 893 em i) ==> f(f(893)) = 3581 => £(1789) = 3581 

12) 

Aplicando x = 1 obtemos f(f(y)) = y q ... 

Aplicando y = 1 e fazendo f(l) = k, onde k e um numero positivo, obtemos 

f(kx) = XP 

Aplicando f no segundo resultado: f(f(kx)) = (kx)'i = kw 
f(kx) = xp => f(f(kx)) = f(xp) = f(k.(k" ‘-xp)) = (k _1 .xP) p = k“ p x p ’ 

Igualando as duas expressoes: k“x q = W* para todo x positivo. 

Deve-se entao, necessariamente, ter q = p 2 e k = 1. 

1q) 

Suponhamos que f(i) = b. Entao, f(i + b) = 2b, como f e estntamente 
crescente, temos: 

b = f(i) < f(i + 1) < •—< f(i + b) = 2b = b + b. 

e resulta que f(i), f(2),....f(i + b) sao b + 1 naturals, distintos, 0 
primeiro vale b e o ultimo 2b, portanto devem ser consecutivos. Entao: 

f(i) = b, f(2) = 1 + b, f(3) = 2 + b,., f(i + b) = b + b. 

Em geral, para n > 1, se f(n) = c , f(n + c) = 2c - c + c e resulta que. 

c = f(n) < f(n + 1) <....< f(n + c) = c + c e os numeros f(n), t(n + lj .. 

f(n + c) sao consecutivos. 
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Assim, f(n) = n - 1 + f(i) 

14) 

Notemos que f(f(f(x))) = f(x + 1) = f(x) + l f(x + 1) - f(x) = 1, x e Z 
Assim: f(i) — f(o) = l 
f(2) - f(l) = 1 
f( 3 )-f( 2 ) = l 


f(x) - f(x - 1) = 1 

Deste modo, f(x) = x + f(o) => f(f(x)) = x + 2f(o) 

Como f(f(x)) = x + 1 2f(o) = 1 => f(o) = 1/2, contrariando 0 fato de 

que f(x) somente apresenta valores inteiros. 

15 ) 

Fazendo x = y = 0 => . 2f(o) = 4f(o) => f(o) = o. 

Fazendo y = nx => f((n + i)x) = 2f(x) + 2f(nx) - f((n - i)x) 
n = 1 => f(2x) = 2f(x) + 2f(x) - f(o) => f(2x) = 4f(x) 
n = 2 =i> f(3x) = 2f(x) + 2f(2x) - f(x) = 2f(x) + 8f(x) - f(x) => 
f( 3 x) = 9 f(x) 

n = 3 => f(4x) = 2f(x) + 2f(3x) - f(2x) = 2f(x) + i8f(x) - 4f(x) => 
f(4x) = i6f(x) 

Pode-se conjectural' que f(nx) = n 2 f(x). 

Por induQao: f((n + i)x) = 2f(x) + 2f(nx) - f((n - i)x) = 

= f(x)[2 + 2n 2 - (n - 1) 2 ] = f(x)[n 2 + 2n + 1] => f((n + i)x) = (n + i) 2 f(x) 
Assim, temos que f(nx) = n 2 f(x). 

Parax = i/q => f(i) = f(qx) = q 2 f(x) => f(i/q) = f(i)/q 2 
Analogamente, f(p/q) = p 2 f(i/q) = (p/q) 2 f(i) => f(x) = ax 2 para todo 
numero racional x. 

16) 

l a Solu^ao: 

Notemos que 1985 = 5.397 

f(io) = f(2) + f(5) = o => f(2) = f(5) = 0 

£(1985) = f(5) + f( 397 ) = f( 397 ) 

Como 9-397 = 3573 e f( 3573 ) = f( 9 ) + f( 397 ) = 0 => 
f( 9 ) = f( 397 ) = o => f(i985) = 0 
2“ Solu^ao: 

E possivel demonstrar que f(n) = o para todo n natural 
f(io) = f(2) + f( 5 ) = o => f(2) = f( 5 ) = o 

TodO numero natural pode ser escrito da forma 2 a .5 b .m, onde m e um 
numero cujo ultimo digito (unidades) e igual a X, 3, 7 ou 9. 
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Como f(n) = af(2) + bf(s) + f(m) => f(n) = f(m), onde basta provar que 
f(m) = o 

Se o digito das unidades de m for igual a l, entao o de 3m e igual a 3: 

f( 3 m) = f( 3 ) + f(m) = o => f(3) = f(m) = o 

Se 0 digito das unidades de m for igual a 3 => f(m) = o 

Se 0 digito das unidades de m for igual a 7, entao o de 9m e igual a 3: 

f(9m) = 2f(3) + f(m) = o => f(m) = o 

Se o digito das unidades de m for igual a 9, entao 0 de 27m e igual a 3. 
f(27m) = 3f(3) + f(m) = o => f(m) = o 
Assim, f(n) = o para todo n natural 

17 ) 

Fazendo x = y temos /( 2 x) */(o)= 2 x + 1 
Logo, para x = 0, (f( o)) 2 = 10/(0) = +1 

Assim, f(2x) = +(2X + 1) e, portanto, f(x) = x + i ou f(x) = - (x + 1). 
Substituindo as fungoes encontradas na equagao funcional original, 
verificamos que apenas/(x) = x + 1 satisfaz as condigoes do problema. 

18) 

x = y = 0 => f(o) = f(o) + 2f 2 (o) => f(o) = o 
x = 0 y = 1 f(i) = f(o) + 2f 2 (i) => 2f 2 (i) - f(i) = o => f(i) = 1/2 
y = 1 => f(x +1) = f(x) + 1/2 

Assim, f(n) = f(o) + n/2 => f(n) = n/2 => f(i996) = 998 

19 ) 

Se y > x => f(y) > f(x) + f(y - x) => f(y) > f(x) f e crescente. 

Vamos provar por indugao que f(2 _k ) < 2~ k 
Inicialmente note que para lc = 0 => f(i) = 1. 

Para k + 1 temos: 

f(2 - + A)) = f(2 - ( k 4 2)) + f(2 - (k + 2)) < 2 - ( k + 2) + 2 ■ + 2) = 2 “ ^ + ^ 
Sejaxtalque 2“ k < x < 2 _ ( k_1 k Assim: f(x) <fC2-Ck-x)) < 2-( k - 1 ) < 2x. 
Desde que f(o) + f(i) < f(i) f(o) = o => f(x) < 2x. 

20 ) 

X=1 f(l) - f 2 (l) - 1/4 > 0 => (f(i) -1/2) 2 < 0 => f(i) = 1/2 
X = o => f(o) - f 2 (o) - 1/4 > 0 => (f(o) - 1/2) 2 < o f(o) = 1/2 
Como f(i) = f(o) nao existe uma fungao injetora que satisfaga o 
enunciado 

21) 

Fazendoy = o ex-> x- g(o): f(x) = 2[x - g(o)] + o + 5 
f(x) = 2x - 2g(o) + 5 
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f(x + g(y)) = 2(x + g(y)) - 2g(o) + 5 = 2x + y + 5 => 

2X + 2g(y) - 2g(o) + 5 = 2x + y + 5 g(y) = y/2 + g(o) 

Logo: g(x + f(y)) = [x + f(y)]/2 + g(o) = [x + 2y - 2g(o) + 51/2 + g(o) = 

= x/2 + y + 5/2 

22) 

Inicialmente notemos que f(x) = o satisfaz 0 enunciado 
y = 1 => f(x).f(i) - f(x) = x + 1 

x = y = 1 => f 2 (i) - f(i) = 2 => f 2 (i) - f(i) -2 = 0 => 

[f(i) - 2][f(i) + 1] = o => f(i) = 2 ou f(i) = - 1 

x = y = 0 => f 2 (o) - f(o) = 0 f 2 (o) = f(o) => f(o) = 1 ou f(o) = 0 

x = iey = o => f(i).f(o) - f(o) = 1 => f(o).[(f(i) - 1] = 1 => f(o) ^ o 

(ou seja, f(o) = 1) f(i) = 2 

Assim: 2.f(x) - f(x) = x + 1 => f(x) = x + 1 

23 ) 

m = n => f(2f(n)) = 2n => f(2f(i)) = 2 
Seja f(i) = 1 + s => f(2f(s)) = 2s => 

f( S ) + 2f(l) = f[f(2f(s)) + f(2(f(l))] = f( 2 S + 2) = f(2f(l)) = 2 
Assim temos que f(s) + f(i) = 1, que e impossivel pois f(n) > l. 

Desta forma f(i) = 1 

Suponhamos que f(k) = k 

Logo: f(k + 1) = f(f(k) + f(i)) = k + l 

Assim, por indugao provamos que f(n) = n => f(i997) = 1997 

24) 

Fagamos s fs=a,ovL seja, a 2 = 3. 

Aplicando x - 1 na equagao funcional temos: 
f(x) + f(x - 2) = af(x - 1) (l) 

Aplicando x + 1 na equagao funcional temos: 
f(x + 2) + f(x) = af(x + 1) (2) 

Aplicando x - 2 na equagao funcional temos: 
f(x - 1) + f(x - 3) = af(x - 2) (3) 

Aplicando x + 2 na equagao funcional temos: 
f(x + 3) + f(x + 1) = af(x + 2) (4) 

Assim, aplicando (2) na equagao funcional: 

f(x + 1) + f(x - 1) = af(x) = a 2 f(x - 1) - af(x - 2) (5) 

Aplicando (3) em (5) temos: 

f(x +1) + f(x - 1) = 3f(x - 1) - f(x - 1) - f(x - 3) => 

f(x + 1) + f(x - 3) = f(x - 1) (6) 

Aplicando x + 2 em (6): f(x + 3) + f(x - 1) = f(x + 1) (7) 

Somando (6) e (7), temos que f(x + 3) = - f(x - 3) => 
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f(x) = - f(x - 6) => f(x) = - f(x + 6) 

Deste modo f(x + 6) = f(x - 6) => f(x) = f(x + 12) => p = 12 

25) 

Se f(a) = f(b) => f(f(a)) = f((b)) => f(f(a)) - f(a) = f(f(b)) - f(b) => 
a = b => f e injetora 
x = y = o => f(f(o)) = f(o) + o = f(o) 

Como f e injetora entao f(o) = o => f(f(o)) = 0 

Se existe b * o tal que f(f(b)) = o f(f(o)) => f(b) = f(o) =^> b = o 

26) 

Fazendo m = n f(2m) + f(o) - 1 = f(2m) => f(o) = 1 
Fazendo n = 0 => 2f(m) - m - 1 = [f(2m) + i]/2 => 
f(2m) = 4f(m) - 2m - 3, para todo m inteiro nao-negativo. 

Portanto: f(m + n) + f(m -n)-m + n- i = 

= [4f(m) - 2m - 3 + 4f(n) - 2n - 3]/2 => 

f(m + n) + f(m -n)-m + n- i = 2f(m) + 2f(n) - m - n - 3 => 

f(m + n) + f(m - n) + 2n + 2 = 2f(m) + 2f(n) 

Fazendo n = 1 => f(m + 1) + f(m - 1) + 2.1 + 2 = 2f(m) + 2f(i) => 
f(m + 1) + f(m - 1) + 4 = 2f(m) + 6 => 
f(m + 1) - f(m) = f(m) - f(m - 1) + 2 
Assim: 

f(m +1) - f(m) = f(m) - f(m - 1) + 2 = f(m - 1) - f(m - 2) + 4 = 

= f(m - 2) + f(m - 3) + 6 = ... = f(l) - f(o) + 2m => 
f(m + 1) - f(m) = 2m + 2 
Desta forma: 

m = o f(i) - f(o) = 2.0 + 2 
m = 1 => f(2) - f(i) = 2.1 + 2 
m = 2 => f(3) - f(2) = 2.2 + 2 


f(m) - f(m - 1) = 2.(m - 1) + 2 
Somando todas estas equagoes obtemos: 
f(m) - f(o) = 2(0 + 1 + 2 + ... + m - 1) + 2111 => 
f(m) - 1 = m(m - 1) + 2m => f(m) = m 2 - m + 2m + 1 => 
f(m) = m 2 + m + 1 

Aplicando esta fungao em f(m + n) + f(m - n) - m + 11 - 1 = 

= [f(2m) + f(2n)]/2 concluimos que f(m) = m 2 + m + 1 satistaz o 
enunciado. 
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27) 

x = y = o: f(o) = o 
y=-i: f(x) = -f(-x) 
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y = 1: f(2x + 1) = 2f(x) + f(i) (1) 

x = u + v + uv em (1): f(2(u + v + uv) + 1) = 2f(u + v + uv) + f(i) = 

= 2f(uv) + 2f(u) + 2f(v) + f(l) 

X = u e y = 2V + l: f( 2 (u + V + uv) + 1) = f(u + ( 2 V + l) + u( 2 V + 1)) = 

= f(u) + 2 f(v) + f(l) + f(2UV + u) 

Assim: 2 f(uv) + 2 f(u) + 2 f(v) + f(i) = f(u) + 2 f(v) + f(i) + f(2uv + u) ==> 
f(2UV + u) = 2f(uv) + f(u) 

Fazendo v = - 1/2: o = 2f(-11/2) + f(u) = - 2f(u/2) + f(u) => 
f(u) = 2f(u/2) => f(2x) = 2f(x) 

Portanto: f(2uv + u) = f(2uv) + f(u) 

Fazendo u = y e x = 2uv: f(x) + f(y) = f(x + y) 

28) 

Considere a sequencia x n definida de modo que Xn = f(x n - 0 , onde x 0 > 0 e 
um numero real fixado. 

Assim, a equagao funcional fica da forma: x n + 2 = - ax n +1 + b(a + b)x n 
A equagao caracteristica desta recorrencia e x 2 + ax - b(a + b) = o, cujas 
raizes sao b e - a - b. 

Desta forma, o termo geral da sequencia e x n = A.ib n + X 2 (- a - b) n , onde 
A, B e IR satisfazendo x 0 = A,i + e xi = Xib - ^(a + b). 

Desde que x n > o para todo x deve-se ter X 2 = o: f(x 0 ) = x t = Xib = bx 0 
Como x 0 e um numero real qualquer conclui-se que f(x) = bx. 

29) 

Fazendo x = y = o: f(f(o)) 2 = 2f(o) => f(o) = 2 ou f(o) = o 
Suponha que f(o) = 2 

Fazendo y = o tem-se que f(x) = 2 para todo x e IR 
Suponha agora que f(o) = o. 

Sendof(i) = a, fazendox = iey = -i: af(- 1) = a + 2f(- 1) =^> 
f(- 1) = a/(a - 2) 

Fazendo x->x-iey=i: f(x) + (a - 2)f(x - 1) = a (1) 

2, a 

Fazendox->-xey = - 1: f(-x)+-f(-x + i)-f(x-i) =- (2) 

a-2 a-2 

Fazendo x -> - x e y = 1: f(- x + 1) + (a - 2)f(- x) = a (3) 

Eliminando f(x - 1) c f(- x + 1) em (1), (2) e (3): 
f(x)-(a-2)f(-x) = o (4) 

Fazendox-+-xem (4): f(-x) - (a - 2)f(x) = o (5) 

Eliminando f(- x) em (4) e (5): f(x) = (a - 2) 2 f(x) 

Se 1 e a * 3 entao f(x) = 0 para todo x e IR 
Se a = 3, entao por (1): f(x) = 3 - f(x - 1) 

Assim: f(2) = 3 - f(i) = 0 e f( 5 / 2 ) = 3 - f( 3 / 2 ) = f(V 2 ) 

Fazendo x = 2ey = i/2na equagao funcional original: 
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f(5/2) = f(i/2) + f(i) = f(i/2) + 3, uma contradigao 
Logo, conclui-se que a = l: f(x) = f(x - 1) + 1 => f(x) = x 

30) 

x = 0: f(f(y)) = y 

x 2 + y = f(xf(x) + f(y)) = f(f(x)f(f(x)) + f(y)) = f(x) 2 + y => f(x) 2 = x 2 => 
f(x) = x ou f(- x) = - x 

Substituindo na equagao funcional verifica-se que ambas satisfazem 

31) 

Aplicando x = y em ii), tcmos que: f(x.f(x)) = x 2 .f(x 2 ) (1) 

Aplicando y = 1 em ii), temos que: f(f(x)) = x 2 .f(x) => 

f(f(x 2 )) = x 4 .f(x 2 ) (2) 

Aplicando y = f(x) em ii), temos que: 
f(f(x).f(x)) = x 2 .f(x.f(x)) = x+f(x 2 ) (3) 

De (2) e (3) temos: f(f(x 2 )) = f([f(x)] 2 ) => 

f(x 2 ) = [f(x)] 2 pois de i) f e injetora 

Se f(x) < x 2 => f(f(x)) < f(x 2 ) = [f(x)> => x 2 .f(x) < [f(x)] 2 => 

x 2 < f(x) que e um absurdo 

Se f(x) > x 2 => f(f(x)) > f(x 2 ) = [f(x)] 2 => x 2 .f(x) > [f(x)] 2 => 

x 2 > f(x) que e um absurdo 
Assim, f(x) = x 2 , x e N* 


32) 

1 — X 

Aplicando -no funcional: 

l + x 

Como [f(x)] 4 . 
anterior: 

[f(x)] 3 = 


1-X 
1 + X 


,f(x) = 64. 


1-X 
1 + X 


1-X 
1 + X 


= ( 64 x ) 2 podemos dividir esta equagao pela 


l3 _ ( 64 X ) 2 ^ 64 x 2 (i + x) 
l-x i-x 


f(x) = 4 


64. 


x 2 (i + x) 

1 — X 


1 + X 


33 ) 

Desenvolvendo a expressao: 

f 2 (n + 1) - 2f(n + 1) + 1 + [f(n) - 1] 2 - 2f(n).f(n + 1) - 4 = 0 => 
f 2 (n + 1) - 2f(n + i)[f(n) + 1] + [f(n) - 1] 2 - 3 = o 
Resolvendo esta equ agao de s egundo grau em f(n + 1) obtemos: 

f(n + 1) = f(n) + 1 ±V 4 f(n) + 3 

Como tomamos 0 maior valor possivel para f, segue que: 
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f(n + l) = f(n) + 1 + 74 f(n) + 3 

Sendo g(n) = ^4f(n) + 3 => g 2 (n) = 4f(n) + 3 => 

g 2 (n + 1) = 4f(n + 1) + 3 => 

g 2 (n + 1) - g 2 (n) = 4[f(n + 1) - f(n)] = 4[i + g(n)] 

Deste modo: g 2 (n + 1) = g 2 (n) + 4g(n) + 4 = [g(n) + 2] 2 => 
g(n +1) = g(n) + 2 
Assim: g(i) = g(o) + 2 
g(2) = g(i) + 2 
g(3) = g(2) + 2 

g(n) = g(n - l) + 2 
Ou seja: g(n) = 2n + g(o ) 

Como g(n) = ^4f(n) + 3 e f(o) = 2 => g(o) = Vu 
Entao: g(n) = 2n+Vn f(n) = [g 2 (n) - 3]/4 
f(n) = [(2n+VH) 2 -3]/4 

34) 

v = o => f(f(x)) = [i + f(o)]f(x) (1) 
x + x + yem(i) => [1 + f(o)]f(x + y) = f(f(x + y)) = 

= f(x + y) + f(x)f(y) - xy => 
f(o)f(x + y) = f(x)f(y) - xy (2) 
y = 1 em (2) => f(o)f(x + 1) = f(x)f(i) - x => 
f(x + 1) = [f(x)f(i) — x]/f(o) (3) 

y = -i x + x + l em (2) => f(o)f(x) = f(x + i)f(- 1) + x + 1 => 
f(x + i) = [f(x)f(o)-x-i]f(-i) (4) 

Comparando as equagoes (3) e (4): 

[f(x)f(i) - x]/f(o) = [f(x)f(o) - x - i]f(- 1) => 
f(x)f(i)f(- 1) - f(- i)x = f(x)f 2 (o) - f(o)x - f(o) => 
f(x)[f 2 (o) - f(i)f(- 1)] = [f(o) - f(- i)]x + f(o) 

Se f 2 (o) - f(i)f(- 1) + 0 temos que f(x) e uma fungao linear => 
f(x) = Ax + B 

Se f 2 (o) - f(i)f(- 1) = o, entao fazendo x = 0 temos que f(o) = o 
Neste caso, aplicando f(o) = o na equagao (3) => f(x)f(y) = xy => 

f(x)f(i) = x => f(x) = Ax 

35) 

Seja x um numero real positivo. Aplicando y = x em i) temos: 
f(xT(x)) = x.f(x) 

Entao: f(f(xf(x))) = f(xf(x)) = xf(x) (1) 

Fazendo x = 1: f(f(f(i))) = f(l.f(w)) = f(i) (2) 

Fazendo w = f(i): f(f(w)) = f(i.f(w)) = w.f(i) = f(i).f(i) => 
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f(f(f(i))) = f(i).f(i) (3) 

Comparando (2) com (3), temos: f(i) = 1 

Suponhamos que z e um numero real positivo arbitrario tal que f(z) = z. 
Entao: z.f(i/z) = f((i/z).f(z)) = f(i) = 1 => f(i/z) = i/z 
Por indugao, podemos provar que f(z n ) = z n , para todos os inteiros n 
Se z > l, entao f(z n ) 00 quando n -» 00 
Se o < z < l, f(i/z n ) -> 00 quando n —> 00 

Cada uma destas propriedades contradiz (ii). Entao o unico numero que 
f(z) = z e z = 1. 

Portanto, aplicando em (1): x.f(x) = 1 => f(x) = l/x 


36 ) 

Aplicando y = 2 em iii) e usando i), nos temos que: 
f(xf(2)).f(2) = f(x + 2) => f(x + 2) = o 
Como f(x) * o para o < x < 2, temos que f(x) = o para x > 2 
Suponhamos agora que o < z < 2. 

Aplicando y = z, x = 2- z em iii) temos: f((2 - z).f(z)).f(z) = f(2) = o 
Como f(z) t- o, entao: f((2 - z).f(z)) = 0 => (2 - z).f(z) > 2 => 
f(z) > 2/(2 - z) 

Aplicando x = 2/f(z), y = z em iii) nos temos: 

f(2).f(z) = f(2/f(z) + z) = o => 2/f(z) + z > 2 => f(z) < 2/(2 - z) 

2 

Entao a unica fungao que satisfaz e: f (z) = < 


se o < z < 2 


2 — z 
o, se 


z> 2 


37) 

Fazendo a = 1/6 e b = 1/7 tem-se que: 
f(x + a + b) - f(x + a) = f(x + b) - f(x) 
x -> x + b: f(x + a + 2b) - f(x + a + b) = f(x + 2b) - f(x + b) 
x -> x + 2b: f(x + a + 3b) - f(x + a + 2b) = f(x + 3b) - f(x + 2b) 

x x + 3b: f(x + a + 4b) - f(x + a + 3b) = f(x + 4b) - f(x + 3b) 

x -» x + 4b: f(x + a + 5b) - f(x + a + 4b) = f(x + 5b) - f(x + 4b) 

x —> x + 5b: f(x + a + 6b) — f(x + a + 5b) = f(x + 6b) - f(x + 5b) 

x —> x + 6b: f(x + a + 7b) - f(x + a + 6b) = f(x + 7b) - f(x + 6b) 

Somando estas equaqoes: f(x + a + 1) - f(x + a) = f(x + 1) - f(x) 
x -» x + a: f(x + 2a + 1) - f(x + 2a) = f(x + a + 1) - f(x + a) 
x -¥ x + 2a: f(x + 3a + 1) — f(x + 3a) = f(x + 2a + 1) - f(x + 2a) 

x -» x + 3a: f(x + 4a + l) - f(x + 4a) = f(x + 3a + 1) - f(x + 3a) 

x -> x + 4a: f(x + 5a + 1) - f(x + 5a) = f(x + 4a + 1) - f(x + 4a) 

x —> x + 5a: f(x + 6a + 1) - f(x + 6a) = f(x + 5a + 1) - f(x + 5a) 

Somando: f(x + 2) - f(x + 1) = f(x + 1) - f(x) 
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Por indugao segue que f(x + n) - f(x) = n[f(x + 1) - f(x)] 

Desde que |f(x)| < 1 entao a fungao e limitada. Se f(x + 1) * f(x) entao 
fazendo n crescer nao teremos limitagao para f(x). Assim, 
necessariamente tem-se f(x + 1) = f(x). 

38) 

y = 1: f(f(x) 2 ) = x 3 f(x) 

Suponha que f(a) = f(b) => f(a) 2 = f(b) 2 => f(f(a) 2 ) = f(f(b) 2 ) => 
a- 3 f(a) = b 3 f(b) => a = b => f e injetora 
y = f(y) 2 : f(f(x) 2 .f(y) 2 ) = x 3 f(xf(y) 2 ) (1) 

x->y e y-»c: f(f(y) 2 x) = y 3 f(xy) (2) 
x-»xy e y = 1: x 3 y 3 f(xy) = f(f(xy) 2 ) (3) 

Multiplicando (l), (2) e (3): 

f(f(x) 2 .f(y) 2 ). fX%fx) .X^/^fCxy) = x? ./*f(xy).f(f(xy) 2 ) => 

f(f(x) 2 .f(y) 2 ) = f(f(xy) 2 ) 

f>0 

Como f e injetora entao [f(x).f(y)] 2 = [f(xy)] 2 => f(xy) = f(x)f(y) 

No exercicio proposto 3 foi demonstrado que todas as fungoes f:IR->IR + 
que satisfazem f(xy) = f(x).f(y) sao da forma f(x) = x c . Substituindo em 
f(f(x) 2 y) = x 3 f(xy): f(x 2c >0 = x 3 (xy) c => (x 2c y) c = x c + 3yc => 

2c 2 = c + 3 => 2c 2 - c - 3 = o (c + i)(2c - 3) = o => 

C = ~ 1 OU C = 3/2 => f(x) = — ou f(x) = Vx^ 

x 

Entretanto, observe que a imagem de f(x) = Vx^ nao e 0 conjunto Q + . 

Assim, a unica possibilidade e f(x) = —. 

x 


39) 

Fazendo w->x, v-^x, z->x: f(x 2 ) = f(x ) 2 => f(i) = 1 
Fazendo x— »Vx, y^-Jy , z~>y[z, w—>Vw : 

(y + z)(f(x) + f(w)) = (x + w)(f(z) + f(y)) 

Fazendo x -> yfyz e w -» ■Tyz: (y + z)f(7yz) = Vyz(f(x) + f(y)) 

Fazendo z = 1 e y = x 2 : = => [f(x) - x][x.f(x) - 1] = o => 

x x +1 

f(x) = x ou f(x) = — 
x 


40) 

y = 0 => f(x + f(0)) = f(x) (1) 
x = 0 y x => f(f(x)) = - x + f(o) (2) 
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Deste modo f(f(f(x))) = f(- x + f(o)) = f(- x) 
x = o y = o em (1) => f(f(o)) = f(o) 

Assim, f(f(f(o))) = f(f(o)) = f(o) 

x = o y x => f(f(x)) = - x 

y->f(y) => f(x + f(f(y)) = f(x - y) = f(x) - f(y) 

y = 1 => f(x-i) = f(x)-f(i) => f(x) = f(x - 1) + f(i) 

Assim, temos que f(nx) = nf(x), por indugao => f(n) = nf(x), n e Z 

Entretanto, quando aplicamos f(n) = nf(i) em f(f(x)) = - x: 

f(nf(i)) = - n => nf 2 (i) = - n => f 2 (t) = - i que nao possui solugao real 

41 ) 

x = y = 0: f(o) = o 

x = o, y 2 = t: f(t) = f(- 1 ), para todo t e IR 
Fazendo x 2 - y 2 = a e 2xy = b, tem-se que: 

x 2 + y 2 = V( x2- y 2 ) 2 + 4x 2 y 2 = >/a 2 + b 2 . 

Substituindo na equagao funcional: f(a) + f(b) = f(Va 2 + b 2 ) 

Fazendo g(x) = f(Vx) => g(a 2 + b 2 ) = g(a 2 ) + g(b 2 ) 

Fazendo a = -v/z e b = Vw => g(z + w) = g(z) + g(w) => g(x) = g(i)x => 
f(^) = f(t)x => f(x) = f(i)x 2 

42) 

n = 0: f(rn + f(o)) = f(rn) 

i° caso: f(o) = o 

m = : f(f(n)) = n => f e bijetora 

n-»f(n): f(m + f(f(n)) = f(m + n) = f(m) + f(n) => f(n) = nf(i) => 
n = f(f(n)) = nf(i) 2 => f(i) = ± 1 => f(n) = n 011 f(n) = - n 
2 0 caso: f(o) * 0 

Assim, conclui-se que f(n) e periodica e consequentemente limitada. 

Seja f(M) > f(n), para todo n e IN. 

Note que f(M + f(i)) = f(M) + 1 => f(M) = f(M + f(i)) - 1 => 
f(M) < f(M + f(i)), que e uma contradigao 

Assim, as unicas fungoes que satisfazem a equagao funcional sao f(n) = n 
e f(n) = - n. 

43) 

Sejam f(o) = a, f(i) = b e f(-1) = c 
y = — 1: f(x - 1) + cf(x) = f(- x) - 2x + 1 (1) 

x -¥ x - 1, y = 1: f(x) + (b - i)f(x -1) + 2x - 1 (2) 

Multiplicando a equagao (1) por l - b: 

(1 - b)f(x - 1) + c(i - b)f(x) = (1 - b)[f(- x) - 2x + 1] (3) 
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Somando as equagoes (2) e (3): 

(1 + c - bc)f(- x) + (b - i)f(x) = 2bx - b (4) 
x-4-xem (4): (1 + c-bc)f(x) + (b- i)f(-x) = - 2bx-b 
Assim, tem-se o seguinte sistema de equagdes: 

J(i + c - bc)f (x)+(b - i)f (-x) = -2bx - b 
[(b - i)f (x) + (1 + c - bc)f (-x) = 2bx - b 

Se o determinante da matriz principal deste sistema for diferente de o a 
solugao deste sistema e f(x) = mx + n, onde m e n sao reais. Substituindo 
na equagao original obtem-se f(x) = - x - 1 ou f(x) = 2x — 1. 

Se 0 determinante da matriz principal do sistema for igual a o: 

(1 + c - be) 2 = (b - 1) 2 

i° caso: i + c-bc = b- i => - 2bx — b = 2bx - b => b = 0 

2° caso: i + c-bc = i- b => - 2bx-b = -(2bx-b) =s> b = o 

Fazendo x = 0 e y = 1 na equagao original: b + ab = a + i a = -i 

x = —iey = i:a + bc = c —1 => c = o 

Substituindo os valores de a, b e c no sistema obtem-se f(x) = f(- x): 
x -» x/2 ey^y/2: f(x) + f(x/2) 2 = f(x 2 /4) + x 2 /2 + 1 
x —>■ x/2 e y —^ — x/2: - 1 + f(x/2) 2 = f(x 2 /4) - x 2 /2 + 1 
Subtraindo cstas equagoes f(x) = x 2 - 1. 

Assim, as fungoes que satisfazem o cnunciado sao: 
f(x) = - x - 1 ou f(x) = 2x - 1 ou f(x) = x 2 - 1 

44) 

Para todo numero real positivo z tem-se que 

f(x + f(y)) + z = f(x + y) + f(y) + z 

f(f(x + f(y)) + z) = f(f(x + y) + f(y) + z) =s> 

f(x + f(y) + z) + f(x + f(y)) = f(x + y + f(y) + z) + f(x + y) => 

f(a + y + z) + f(y) + f(x + y) + f(y) = f(x + 2y + z) + f(y) + f(x + y) => 

f(x + y +z) + f(y-) = f(x + 2y + z) 

Fazendo x + y + z = aey = b tem-se que f(a) + f(b) = f(a + b) => 
f(x) = cx, para x e (o, 00) 

Substituindo na equagao funcional conclui-se que c = 2 e entao f(x) = 2x, 
para e (o, °c) 

45 ) . „ 

f(x) = 0 e claramente uma solugao. Vamos agora procurar outras fungoes 

que satisfazem. 

Suponha que f(a) = f(b). 

x = a e y = b: f(f(a) - f(b)) = f(f(a)) - 2a 2 f(b) + f(b 2 ) => 
f(o) = f(f(a)) - 2a 2 f(b) + f(b 2 ) 

x = y = b: f(f(b) - f(b)) = f(f(b)) - 2b 2 f(b) + f(b 2 ) => 
f(o) = f(f(a)) - 2b 2 f(b) + f(b 2 ) 
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Subtraindo encontra-se que a 2 = b 2 
Assim, de f(a) = f(b) tem-se que a 2 - b 2 (1) 
x = y = o: f(f(o)-f(o)) = f(f(o)) + f(o) => f(f(o)) = o 
Fazendo x = y = f(o): 

f(f(f(o)) - f(f(o))) = f(f(f(o))) - 2f(o) 2 f(f(o)) + f(f(o) 2 ) => 
f(o) = f(o) - o +f(f(o) 2 ) => f(f(o) 2 ) = o 

Assim, conclui-se que f(f(o)) = o e f(f(o) 2 ) = o. Usando o resultado (l) 
conclui-se que [f(o)] 2 = [f(o )]4 => f(o) = o, - l ou 1 
1° caso: f(o) = o 

Fazendo x = o e y-*x: f(- f(x)) = f(x 2 ) => [- f(x)] 2 = (x 2 ) 2 => 
f(x) = x 2 ou f(x) = - x 2 
2° caso: f(o) = l 
f(f(o)) = f(i) f(i) = o 

x = o e y-»x: f(i - f(x)) = f(i) - o + f(x 2 ) => f(i - f(x)) = f(x 2 ) => 

(l - f(x)) 2 = X 4 => l - f(x) = + x 2 => f(x) = l ± x 2 

Desde que f(i) = o entao f(x) = l - x 2 

3° caso: f(o) = - l 

f(f(o)) = f(- l) => f(- l) = o 

x = o e y-»x: f(- l - f(x)) = f(- l) - o + f(x 2 ) => f(— l — f(x)) = f(x 2 ) => 

(- l - f(x)) 2 = X 4 => l + f(x) = ± x 2 => f(x) = ± x 2 - 1 

Substituindo na equagao funcional verifica-se que apenas f(x) = x 2 - l 

satisfaz. 

Assim, as fungoes que satisfazem f(f(x) - f(y)) = f(f(x)) - 2x 2 f(y) + f(y 2 ) 
sao o, x 2 , - x 2 , l - x 2 e x 2 -1. 


46) 

Note que se f(f(n)) = 3n entao f(f(f(n))) = 3f(n) = f(3n) 

Como f(n + l) > f(n) entao f(i) > l e f(3) > f(i) 

Aplicando n = l em f(f(n)) = 3n tem-se que f(f(i)) = 3 => f(i) * 1 
Se f(i) = 3 entao f(3) = 3 = f(i), que e falso, pois f(3) > f(i) 

Se f(i) = b > 3 entao f(f(i)) = 3 => f(b) = 3, que e impossivel, pois assim 

b > 1 e f(b) < f(i), que contradiz o fato de f ser crescente 

Assim, a unica possibilidade e f(i) = 2 

Logo: f(f(i)) = 3 => f(2) = 3 

f(f(2)) = 6 => f( 3 ) = 6 

f(f( 3 )) = 9 => f(6) = 9 

f(f(6)) = 18 => f(9) = i8 

f(f(9)) = 27 => f(i8) = 27 

Segue por indugao que f(3 k ) = 2.3 k e que f(2.3 k ) = 3 k 11 

Como f e crescente, f(3) = 6, f(6) = 9 e 6 - 3 = 9 - 6, tem-se que f(4) = 7 e 

f(5) - 8 
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I'(f(4)) = i2 => f( 7 ) = 12 
f(f( 5 )) = !5 => f(8) = 15 

Desde que f e crescente, f( 9 ) = 18, f(i8) = 27 e 18 - 9 = 27 - 18, tem-se 
que f(io) = 19, f(n) = 20, f(i2) = 21,..., f(i7) = 26 

Generalizando, como f(3 k ) = 2.3 k , f(2.3 k ) = 3-3 k e 3 . 3 k - 2.3 k = 2.3 k - 3 k , 
entao para o < n < 3 k tem-se que f(3 k + n) = 2.3 k + n 
Aplicando f nesta ultima expressao: f(f(3 k + n)) = f(2.3 k + n) 

Entretanto, como f(f(n)) = 311, tem-se que f(2.3 k + n) = 3 k +1 + 3n 
Como 1992 = 2.3 6 + 534 entao f(i992) = 3 7 + 3-534 = 3789 


8.2. PARTE B 

1) f(x) = ax. Dica: Demonstre que f(nx) = nf(x) 

2) f(x) = a^ 0 . Dica: Aplique log a nos dois lados da equagao funcional. 

3) f(x) = [f(i)] x \ Dica: Demonstre que f(lcx) = [f(x)] k 

4) f(x) = a x + 1. Dica: Faga g(x) = f(x) -1. 

5) f(x) = x + 1 

6) Dica: Analise quantos inteiros existem entre f(2n) e f(n). 

8) Dica: Mostre que f(x + 1) > f(x) + 1 e f(x + 1) < f(x) + 1. 

9) f(x) = - x + b 

10) Dica: Observe o que ocorre com a equagao f(f(f(x))) = x 

11) f(x) = x + 1. Dica: Calcule f(i) e depois faga y = l. 

12) n = - 2 

13) 1/500. Dica: Demonstre que existe um numero a tal que f(a) = 500. 

14) b) 2w° - 1. Dica: a) Substitua em f(n + 1) = f(n) - 1 valores de n tais 
que 2 > < n < 2 > +1 - x. Depois some tudo. 

15) 1994. Dica: Faga x = 3 e depois x = 35. 

16) f(z) = 1. Dica: Faga z -» 1 - z. 
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19) f(x) = x ou f(x) = - x. Dica: Primeiro faga x = 0 e prove que f e 
injetora. Depois faga y —> x. 

20) f(x) = x ou f(x) = - x 

21) f(9) = 9. Dica: Prove que f(8) = f(9). 

22) f(x) = x + 1 ou f(x) = l - x. Dica: Primeiro prove que f(o) = 1. Depois 
prove que f(- i)f(i) = o e analise cada caso. 

23) f(x) = 0 ou f(x) = x 

24) 4015. Dica: Faga x^-aex^a+i, para demonstrar que f(a 2 - a + 
3) = 2(a 2 - a + 3) - 3. 

25) Dica: Primeiro prove que f(x) - f(x + 1) < 1/2 e depois mostre que 
existe um k tal que f(x + k) < 0 

26) f(i995) = 95,190, 285, 380, 570 ou 760. Dica: Trabalhe com a 
fatoragao de 1995. 

27) Nao existe fungao que satisfaz 

28) f(x) = 0 ou f(x) = x. Dica: Prove que f(i) = 1, que f(a + b) = f(a) + f(b) 
e que f(f(x)) = x. 

29 ) fix) = 4v 2 -115. Dica: Calcule f(o) e depois faga y -» - x 

30) fix) = x+—. Dica: Calcule f(i) depois faga y = 1. 

x 

31) 61. Dica: Fazendo g(x) = i/f(x), demonstre que g(x + y) = g(x) + g(y). 
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DESIGUALDADES 


9.1. PARTE A 

1) 

Desdeque (yfx--^Jy) 2 >0 => x-2^ + y>o => x + y>2 Jxy 
Assim: b + c>2Vbc, c + a> 2 Vca, a + b>2>/ab 
Multiplicando: (b + c)(c + a)(a + b) > 2Vbc.2Vca.2>/ab = 8abc 


2) 

Pela desigualdade entre as medias aritmetica e harmonica: 


a+b+c. 


111 
_ + +_ 
a b c 


1 1 1 ^ 

—+—+—^9 
a b c 


3) 

Considere a expressao P = ~^= + -^= - Va - Vb . Fazendo x = Va e y = Vb : 

Vb Va 

2 2 

n X y 

P = —+-—x-y => 

y x 

p ^ x 3 +y 3 -X 2 y - xy 2 ^ x 2 (x - y) + y 2 (y - x) ^ (x -y)(x 2 - y 2 ) = (x 4 -y)(x - y) 2 
xy xy xy xy 

Como todos os fatores em P sao maiores ou iguais a zero segue que P > o 


4) 

Multiplicando por abc a inequagao fica da forma: 

b 2 c 2 +• a 2 c 2 + a 2 b 2 > a 2 bc + ab 2 c + abc 2 

Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica: 

b 2 c 2 + a 2 c 2 > 2Vb 2 c 2 .a 2 c 2 = 2abc 2 
b 2 c 2 + a 2 b 2 > 2>/b 2 c 2 .a 2 b 2 = 2ab 2 c 

a 2 b 2 + a 2 c 2 > 2Va 2 b 2 .a 2 c 2 = 2a 2 bc 
Somando estas tres inequagoes conclui-se que 
b 2 c 2 + a 2 c 2 + a 2 b 2 > a 2 bc + ab 2 c + abc 2 


5) 

x v Z X V z 

Note que-+——+-=-+ —— +- onde S = x + y + z 

y + z x + z x + y S-x S-y S-z 


in 
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Seja f(x)=- 


S-x 

Jensen: 

f(x) + f(y) + f(z) 
3 


Como f(x) e uma funcao concava, pela desigualdade de 


x + y+ z 

3 

S 


= f|- 


x y z q 33 

-+-£ 3 -^ = 3 -^ = “ 

y + z x + z x+y g_£ 2b 2 

3 3 


6 ) 

Observe que (a + b)(a + c) = a 2 + ac + ab + be = be + a(a + b + c) 

Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica sabe-se que 
x + y > 2 *Jxy . Fazendo x = be e y = a(a + b + c) tem-se que 
be + a(a + b + c) > 2^abc(a + b + c) 


7) 

Pela desigualdade de Cauchy, sabe-se que se a t , a n , bi,..., b n sao reais 
dados, nao todos nulos (n > 1), entao: 

l a ibi + --- + a n bJ< A /a 2 + ... + a 2 ,/b 2 + ... + b 2 

Fazendo n = 4, ai =-4, a 2 = - 4 , a 3 = - 4 , a 4 =- 4 -, bi = Va, b 2 = Vb, 
V a Vb V c Vd 

b 3 = Vc , b 4 = Vd, temos: 


4- M + -L. Vb + 4.^ + -+.Vd>Ji + i + 4 + 4Va + b + c + d 

Va Vb Vc Vd V a b c d 


1 + 1 + 2 + 4 — VI —— ~ |(a + b + c + d) 
^a b c d 

1 1 4 16 ^ 64 

-1—- + — >-—-, 

abed a+b+c+d 


8 ) 

2(a + b + c)(a 2 + b 2 + c 2 ) = 

= 2a3 + 2b 3 + 2c3 + 2(ab 2 + a 2 b + ac 2 + a 2 c + be 2 + b 2 c) = 

= a^ + b3 + c3 + (a3 + b3 + c3) + 2 (ab 2 + a 2 b + ac 2 + a 2 c + be 2 + b 2 c) = 
= as + b3 + c3 + (a 2 + be 2 + b 2 c) + (b3 + ac 2 + c 2 a) + (c3 + ab 2 + a 2 b) + 
+ (ab 2 + a 2 c + be 2 ) + (a 2 b + ac 2 + b 2 c) 

Aplicando a desigualdade das medias aritmetica e geometrica: 
a 3 + be 2 + b 2 c > 3Va 3 bc 2 b 2 c = 3abc 
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b 3 + ac 2 + c 2 a > 3Vb 3 ac 2 c 2 a = 3abc 


c 3 + ab 2 + a 2 b > 3Vc 3 ab 2 a 2 b = 3abc 
ab 2 + a 2 c + be 2 > 3VabVcbc 2 = 3abc 

a 2 b + ac 2 + b 2 c > 3Va 2 bac 2 b 2 c = 3abc 
Somando estas inequagoes: 

2(a + b + c)(a 2 + b 2 + c 2 ) > a3 + bs + c 3 + isabc 


9) 

(i) Pela desigualdade entre a media aritmetica e a 
x t +x 2 +... + x n ^ n 



Rearranjando a desigualdade temos: — + — +... + — 

X ! X 2 X n 

Fazendo n = 3 Xi = a + b x 2 = b + c x 3 = c + a: 

1 1 t 1 > _ 9 _ 9 

a + b b + c c + a a + b + b + c + c + a 2(a + +b + c) 


media harmonica: 


x 1 + x 2 + ... + x n 


a+b b+c c+a 


a + b + c 

(ii) Utilizando novamente a desigualdade entre a media aritmetica e a 
media harmonica, aplicando agora para l/a e l/b, l/b e l/c, l/a e i/c, 
separadamente, temos: 

4 1 , 1 ^ 4 1 , 1 ^ 4 


1 1 ^ 

- + — > 

a b a + b 


i + i>. 

b c b + c 


a c a + c 


Somando temos: 2I — + 4 + - 1^4 


if 1 


a+b b+c a+c 


++> 


21 a 


a+b b+c c+a 


10) 

Da desigualdade de Cauchy sab e-se que : 

|x 1 y 1 + ... + x n y n |< > /xf +... + x 2 n ^ + .. .+yr i 
Fazendo Xi = + b t x 2 = ^/a 2 + b 2 ... x n = + b n 

y, = l—^i—= , &1 - y 2 = —7==^—• ... y» = , &n , temos: 

V a i+ b i A /a 1 + b 1 V a 2 + b 2 V a n + b n 

(xi 2 + x 2 2 + ...+ x n 2 )(yi 2 + y 2 2 +... + yn 2 ) > (xiyi + x 2 y 2 + ... + x n y n ) 2 => 
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[(ai + bi) + (a 2 + b 2 ) + ... + (a n + b n )].S > (ai + a 2 + ... + a„) 2 => 

[(ai + a 2 + ... + a n ) + (bi + b 2 + ... + b n )].S > (ai + a 2 + ... + a„) 2 => 

2(ai + a 2 + ... + a n ).S > (ai + a 2 + ... + a n ) 2 => S > (ai + a 2 + ... + a n )/2 


11) 

Fatorando-se: x 2 yz + xy 2 z + xyz 2 = xyz(x + y + z) 

Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica: 


x 2 + y 2 +z 2 


> 3\/(xyz) 2 


l > 27(xyz) 2 => xyz < 


3>/3 


x 2 + y 2 + z 2 x + y + z 


x+y + z 




Multiplicand© obtem-se x 2 yz+xy 2 z+xyz 2 < —. 

3 


12 ) 

Pela Desigualdade de Cauchy s egue que: 
|a lXl + -. + a n x n | < A /a 2 +... + a 2 ^/x? + ... + x 2 



+ ... + a 


2 

n 


Como cada | ai| < k - l, entao 

ai 2 + ... + an 2 < (k - l) 2 + ... + (k - l) 2 = n(k - l) 2 

Como k > 2, entao 

(k 11 - i) 2 > l => ai 2 + ... + an 2 < n(k - i) 2 < n(k - i) 2 /(k n - i) 2 


Entao 


|a 1 x 1 +... + a n x n | < 7af + ... + a 2 


n(k-i) 2 
(k n -i) 2 ^ 


|a,x, +... + a n x n 


(k-i)Vn 

k n -l 


13 ) 

Sejam a = Vx-i, b = <Jy-i , c = Vz-i 

Assim: ——+—-— + —J—= 2 => a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 + 2a 2 b 2 c 2 = l 
l+a 2 i + b 2 i+c 2 _ 

A inequaqao e equivalente a \/a a + b 2 + c 2 +3>a + b + c => 

ab + be + ca < 3/2 

Sejam p = be, q = ca, r = ab. Assim, deve-se demonstrar que 
p + q + r < 3/2, ondep 2 + q 2 + r 2 + 2pqr = 1 
Sabe-se que, se A, B e C sao angulos de um triangulo, entao 
cos 2 A + cos 2 B + cos 2 C + 2cosA.cosB.cosC = 1 
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Portanto, pode-se fazer p = cos A, q = cos B e r = cos C. Desta forma, a 
desigualdade fica da forma: cos A + cos B + cos C < 3/2 
Desde que f(x) = cos x e uma funqao convexa para o < x < n, entao: 
f(A)+f(B) + f(C) / A + B + C ^j 
3 “ l 3 

cos A + cos B + cos C > 3. cos (n/ 6 ) = 3/2 


14 ) 

Como a + b 


1: 


a 2 ( b 2 . 1 

(a + b)[a + (a + b)] + (a + b)[b+(a + b)] 3 ~ 


->I 


(a + b)(2a + b) (a + b)(a + 2b) 3 


a 2 (a + 2b) + b 2 (2a + b) ;> i_ 
(a + b)(2a + b)(a + 2b) ~~ 3 


>1 


(a + b) 3 -ab(a + b) 


.>1 


a 3 + 2a 2 b + 2ab 2 +b 3 


(a + b)(2a 2 + sab + 2b 2 ) 3 
j>^bT(a 2 +ab + b 2 ) 
j>4d5T(2a 2 + 5ab + 2b 2 ) 3 


>- 


(a + b)(2a + sab + 2b ) 3 
3a 2 + 3ab + 3b 2 > 2a 2 + 5ab + 2b 2 <=> a 2 - 2ab + b 2 > o => (a - b) 2 > o 


15) 

Pela desigualdade MA > MG: 

i) a + b + c>3^/abc a + b + c > 3 

ii) ab + ac + bc>3^/ab.ac.bc => ab + ac + bc>3 => ab-f ac + be - 2 > 1 
Logo: (a + b + c)(ab + ac + be - 2) > 3 => 

2(a + b + c) < ab(a + b) + bc(b + c) + ac(a + c) 

111 2 + 2a + 2b + 2c-(a + b)(b + c)(a + c) _ 

l + a + b l + b + c l + c + a (i + a + b)(i + b + c)(i + e + a) 

_ 2a + 2b + 2c - ab(a + b) - bc(b + c) - ac(a + c) < ^ 

(1 + a + b)(i + b + c)(i + c + a) 


16) 


1+- 


1 + - 


a b c a b c 
1+— =2 + — + — + - + — + — + — = 
a ) bcacab 


fa a aWb b bUc c c 

:[b + c + aJ + lc + a + bJ + U‘ , 'b% 

Aplicando o teorema das medias aritmetica e geometrica: 


115 





















































-1 = 


Tecnicas em Olimpiadas He Matematica - DesiguaWades - So modes 


b c 

4 --- 7 = 4 * 


1 + bl 1 + cj ( 1 + a)- 3 (^ ' #abc ' ^abc 

/a+b + c^i a + b + c 
= 2 , —l 


a + b + c 

+—t=—1 > 


abc ) \/abc 
Lembrando que a + b + c > 3 \/abc : 


>2 


a + b + c 
^/abc 


+3-1=2 


i + - 


3 /abc 
a + b + c 
\/abc 


abc 


17 ) 

a 2 + b 2 + c 2 + d 2 + e 2 > 


f 2 

\ 

f n 2 \ 

(2 

\ 

/ 2 \ 

a 

+ b 2 

+ 

— +c 2 |+ 

a 

+ d 2 

+ 

—+e 2 

v ~4 

) 


^4 J 

vT 

) 


4 J 


Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica: 

^ac 


—+ b 2 > 2 J—.b 2 =ab 


a %d 2 > 2 J— ,d 2 =ad 


+ C"> 2 j—.C" 


4 V 4 

Somando estas desigualdades obtem-se: 
a 2 + b 2 + c 2 + d 2 + e 2 > a(b + c + d + e) 


+ e 2 > 2 J—.e 2 = ae 


18 ) 

Sey 2 +y 2 >i => (x^+x 2 y 2 -i) 2 >o>(x 2 + x 2 -i)(yf + y 2 -i) 
Suponhamos que y 2 + y 2 <1. Sejam a = i-x 2 -x 2 eb = i-yf-y 2 . 

Note o < a, b < l. 

(x^ + x 2 y 2 -1) 2 > (xf + x 2 - i)(yf + y 2 -1) <=> 

( 2 - 2x 1 y 1 - 2 x 2 y 2 ) 2 > 4ab [(xi - yO 2 + (x 2 - y 2 ) 2 + a + b] 2 > 4ab <=> 

[(xi - yO 2 + (x 2 - y 2 ) 2 + a + b] 2 > (a + b) 2 > 4ab 

1 9 ) 

Da desigualdade entre as medias aritmetica-geometrica-harmonica: 

(1) !+!+->—-- ( 2 ) xy + xz + yz<x 2 + y 2 + z 2 

x y z x+y+z 

Assim: 
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1 1 1 w 9 9 U) 

-1-1-> --— -- ^ 

i + ab l + bc l + ca i + ab + i + bc + i + ca 3 + (ab + bc + ca) 

s 9 9 3 

_ 3 + (a 2 + b 2 +c 2 ) 3 + 3 2 


20) 

Inicialmente note que 


b 3 — c 3 


a 3 -b 3 


a 2 + ab + b 2 b 2 + bc + c 2 


■ = o 


Logo, e suficiente demonstrar que 


a 3 + b 3 


- + - 


b 3 + c 3 


2 (a + b + c) 


a 2 +ab + b 2 b 2 + bc + c 2 c 2 + ca + a 2 3 
Alem disso: 2a 2 + 2b 2 > 4ab => 

3a 2 + 3b 2 > a 2 + b 2 + 4ab => 3a 2 - 3ab + 3b 2 > a 2 + ab + b 2 

3(a 2 - ab + b 2 ) > a 2 + ab + b 2 

Assim: 


a 3 + b 3 


h 3 + c 3 


a 2 +ab + b 2 b 2 + bc + c 2 


^ a 3 + b 3 b 3 + c 3 c 3 + a 3 

3(a 2 - ab + b 2 ) + 3(b 2 - be + c 2 ) + 3(c 2 - ca + a 2 )~ 

= = a + b + b + c + c + a = a(a + b + c) 

3 3 3 3 

21) 

111 

Fazendo x = —, y = —, z = —, entao a desigualdade fica da forma 
abc 

(1 - x)(i - y)(i - z) > 8xyz, com x + y + z = i 
Logo: (1 - x)(i - y)(i - z) > 8xyz <=> 

1 - (x + y + z) + (xy + xz + yz) - xyz > 8xyz <=> 
xy + xy + yz > 9xyz <=> (x + y + z)(xy + xy + yz) > 9xyz 
Como x + y + z>3^xyz e xy + xz + yz> 3 ^/(x>’ 7 .) 2 entao segue que 
(x + y + z)(xy + xy + yz) > gxyz 


22) 

Sejam a^^q, a 2 =ij/x 7 ,..., a n onde que aia 2 ...a n = l. 

Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica: 
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n-i+at at 

k n-l +- k 


*k-i ^ a k+i • 


n-i + - 


(n - i)a£“ 


ar + ar + .. 4 + a o : i + a n ; i + ^ + ar 


n 


(n -i)(a"' 1 +a"' 1 +.... + a" -1 ) 


n-n 

n J 
n-l . -n-i 


Logo: j 1 < (n-D(ar + ar + -.. + ^ ) = 1 

fen-i + a^ (n-i)(ar+ar+...- + ar) 


23) 

111 

x + y + z-= x + y+ z-yz-xz-xy = xyz-xy-zx + x + y + z-i = 

x y z 

= (x-i)(y-i)(z-i) < 0 

Note agora que x>i « xboe que x < 1 o x k < o. 

Desta forma (x - i)(y - i)(z - 1) < o <^> (x k - i)(y k - i)(z k - 1) < o 0 
(xyz) k - (xy) k - (yz) k - (xz) k + x k + y k + z k - 1 < 0 o 

111 if 1; I? 1 1 1 v k k k 

1 -£- + x +y +z -i<o <=> -y+ —+ -y>x +y +z 


k k 

z K x K X" 




z 


24) 

Note que se a S b > c: 

(a + 3b)(b + 4a)(c+2a) = |^a+b + ^ j (c + 2a) > 

f a 8b Y, 2b iocV .. 

>1 a+—+—llb+—+-^-I(e + 2a) => 

20 

(a + 3b)(b + 4a)(c + 2a) > — (a + 2b)(b + 2c)(c + 2a) 

9 

Aplicando a desigualdade da media aritmetica e geometrica: 
a+2b=a+b+b> 3\/ab 2 

Analogamente: b + 2c> 3\/bc 2 e c + 2a>3\/ca^ 

Logo: (a + 3b)(b + 4a)(c + 2a) > — 27^/a 3 b 3 c 3 = 6oabc 

9 


25) 

Pela desigualdade de Cauchy: (xt + yu + zv) 2 < (x 2 + y 2 + z 2 )(t 2 + u 2 + v 2 ) 
Fazendo x = J- -, y = J -, z = 


b + 2c ’ 


c + 2a 


a + 2b 


, t = Va(b + 2c), 
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u = Vb(c + 2a), v = Vc(a + 2b): 


(a + b + c) 2 <{—-—+ b _ +— *i— j(a(b + 2c) + b(c + 2a) + c(a + 2b)) => 
l^b + 2c c + 2a a + 2by 

a b c ^ (a + b + c) 2 
b + 2c c + 2a a + 2b 3(ab + ac + bc) 

(a + b + c) 2 = a 2 + b 2 + c 2 + 2ab + 2ac + 2bc > 

> ab + ac + be + 2ab + 2ac + 2bc = 3(ab + ac + be) 

... a b c _ „ 

Desta maneira, segue diretamente que --+- h -— > l. 

b + 2c c + 2a a + 2b 


26) 


Pela desigualdade de Cauchy (mt + nu + pv) 2 < (m 2 + n 2 + p 2 )(t 2 + u 2 + v 2 ) 
Fazendo m-M, n-M, z-M, u-VF, v- 7 i: 

V x V y v z 


(a 3/2 +b 3/2 +c 3/2 ) 2 < 


' a 3 b 3 c 3 
—+— +— 
x y z 


(x + y + z) 


a^ b^ c 3 . (a 3/2 + b 3/2 + c 3/2 ) 2 
x y z x + y + z 


Pela desigualdade entre as Medias de Potencia sabe-se que se x < y sao 
reais positivos, entao, para todos a if a.2, Qn reais positivos, vale 


"" a* +a* + ,.. + a x A 
n 


<y 


+a 2 + -" + a n 


n 


\ v ** y 
Fazendo n = 3, y = 3/2, x = 1, ai = a, a 2 = b, a 3 = c: 

a 3/2 + b 3/2 + c 3/2 Y /3 ^ a + b + c ^ 3/a , b3/2 , ^ +a+b + c) 3 

v 3 J 3 3 

a 3 b 3 c 3 (a 3/2 + b 3/2 + c 3/2 ) 2 (a + b + c) 3 

Assim: —+—+ — >--- 

x y. z x + y + z 3(x + y + z) 


27) 

Inicialmente faga P = x 2 + 4xy + 4y 2 + 2z 2 = x 2 + 2xy + 2xy + 4y 2 + z 2 + z 2 
Pela desigualdade as medias aritmetica e geomet rica:_ 

P > 6^/(x 2 )(2xy)(2xy)(4y 2 )(z 2 )(z 2 ) = 6^2 3 x 4 y 4 z 4 =6^2(xyz)' 1 => 

p - > 6\/2 4 2 z0 =6\/2 24 =6.2 4 => P>96. 
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28) 

Note que: a 3 + b 3 + cs + ds = 
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V + a^ + b^ N 


+ 3 + b 3 + c 3 ^ 

f c 3 c 3 d 3 ^ 


^d 3 + d 3 + a 3 ^ 

^ 3 3 3 , 

+ 

g 3 3 3 , 

+ -+-+- 

[3 3 3 , 

+ 

y 3 3 3 , 


Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica: 

a> + aJtb, a^W.a»b c 

3 3 


c 3 +c 3 +d 3 


3 


> ^c 3 c 3 d 3 = c 2 d 


d 3 + d 3 + a 3 


3 


>^d 3 d 3 a 3 =d 2 a 


Somando estas desigualdades segue diretamente que 
a 3 + bs + c 3 + ds > a 2 b + b 2 c + c 2 d + d 2 a 


29) 

Sabe-seque |x - -Jy 2 +1 j >o e ^y-Vx 2 + ij >o.Assim: 

^x-^y 2 + ij +|y-Vx 2 + ij >o => x 2 + y 2 + l>Xi/y 2 + 1 + yVx 2 + 1 

A igualdade ocorre quando x 2 = y 2 + l e y 2 = x 2 + l. Como este sistema 
nao possui solugao, nunca ocorre a igualdade. Desta maneira: 

x 2 +y 2 +i>x7y 2 + i+yVx 2 +i 


30) 

a b c _ a(c +1) + b(a +1) + c(b +1) 

(a + i)(b + i) (b + i)(c + i) (c + i)(a + i) (a + i)(b + i)(c+l) 
ab + ac + be + a + b + c abc + ab + ac + bc + a + b+c + 1-2 _ 

(a + i)(b+i)(c+i) (a + i)(b + i)(c + i) 

_ (a + i)(b + i)(c + i)-2 2 

(a + i)(b + i)(c+i) (a + i)(b+i)(c + i) 


Se abc = i entao a + b + c > 3%/abc = 3 e ab + ac + be > 3^/(abc) 2 = 3 
Assim: 

(a + i)(b + i)(c + 1) = abc + ab + ac + bc + a + b + c + i>i + 3 + 3 + l = 8 


Logo: 


£ = 3 

(a+i)(b + i) (b + i)(c + i) (c + i)(a + i) ‘84 


>1 


3 i) 

ComoMA>MG: xy + yz>2yVxz, xz+yz>2z-y/xy, xy + xz>2x,/yz 
Somando: 2xy + 2yz + 2xz>2x.y/yz+2yVxz + 2zqGcy (1) 
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MA > MG: x 2 + x 2 + y 2 + z 2 >4x^/yz, y 2 +y 2 + x 2 +z 2 >4y>/xy, 


Por 


z 2 + z 2 + x 2 + y 2 > 4z,/xy 


Somando: x 2 + y 2 + z 2 > x^/yz + y>/xz + zyGry (2) 

Fazendo (1) + (2): X + ^ + Z £ x^yz + yVzx +z-Jxy 
3 


32) 

Seja S = a + b + c. Assim, a desigualdade pode ser expressa da forma 


a b c ^ 9 

- +-H-> 


(S-a) 2 (S-b) 2 (S-c) 2 4(a + b + c)' 

Definindo f(x) =-pode-se demonstrar que f’(x) > o para x > o, 

(S-x)‘ 

ou seja, a fun^ao f e convexa. 

Pela desigualdade de Jensen: f(a) + f(b) + f(c) > 3f[(a + b + c)/3)] => 

a + b + c 

3 9 


a b c 

(S-a) 2 + (S-b) 2+ (S-c) 2-3 


(a + b + c) 


a + b + c 


4(a + b + c) 


33 ) 

Como abc = 1 podc-se fazer a = —, b = — e c = —. 

y z x 

Substituindo na desigualdade: 
xz xy yz x y z 

—- h—^+^— > — + — + — <=> x3z3 + x3y3 + y3z3 > x3yz 2 + x 2 y3z + xy 2 z3 
y z x y z x 

Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica: 


XZ +XZ +X> _>3^3 z 3 x 3 z 3 x 3 y 3 - X 3 yz 2 


X y ~~ +X g ~ + ~ Z -^/x 3 y 3 x 3 y 3 y 3 z 3 = x 2 y 3 z 

v 3y3 , v 3y3 , v 3y3 f - 

V ^ 'V a tAZ; o/ooqqqo 2 q 

--^->^y¥y¥xV =xy z 3 

Somando estas equagoes segue que 
X3z3 + x3y3 + y3z3 > x3yz 2 + x 2 y3z + xy 2 z3 


34 ) 

Seja p = |(x - y)(y - z)(z - x) |. Usando o fato de MA > MG: 
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Y^ya^-vy^^- Cx-y^y-zr+Cz-x)^ 

2 

-f^1 ( x ~yXy-z)( 7 ,-x)| 2 =~^ (i) 

Desde que |x - y| < x + y, |y - z| < y + z, |z - x| < z + x, somando: 

2(x + y + z) > |x - y| + |y — z| + |z-x| 

Novamente por MA > MG: 

2(x + y + z)> |x-y| + |y-z| + |z -x|> 3 3 /|(x-y)(y-z)(z-x)| = 3^ (2) 
Multiplicando as desigualdades (1) e (2): 

2(x +y +z — xy-yz-zx)(x + y + z) > (x — y)(y-z)(z — x) | => 

2x 3 + 2y 3 + 2z 3 — 6xyz > ~ | (x - y)(y - z)(z - x) | => 

--->xyz+^|(x-y)(y-z)(z-x)| 


35) 

Como a + b + c = 1: a + be = a(a + b + c) + be = (a + b)(a + c) 

Desta forma, por MA > MG: Va + bc = V(a + b)(a+c) < 2a + b + c 

2 

De forma analoga, segue que: Vb + ca < — +a + a e -/c + ab ^ 2c + a + b 
Somando: 

Ja + hc+'/l7^+,/^7^:g±^ c | 2 b+c+a | 2e + a+b 4 (a + b+c) _, 


36) 

Como xyz = 1 pode-se fazer x = £, y = - e z = -. Substituindo na 

be a 

desigualdade: 


1 1 1 

-+-+- 


yz + z zx + x xy + y b + c c + a a + b 2 
no exemplo resolvido n° 5. 


a b c 3 . 

+ +—— ^ —, ^ ue J a ™ demonstrado 


37) 

Fazendo x = —, y =—, z = —a condipao ab + be + ca = abc fica da forma x 

a D C 

+ y + z = 1 e a desigualdade fica - + y4 + — + ~— > i 

X 3 +y 3 y 3 +z 3 x 3 +z 3 
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Pela desigualdade de Chebychev sabe-se que, se ai < a 2 < a 3 e bi < b 2 < b3, 
. a i b i + a s b f a. + a.Y^+b 


entao 

2 V. 2 A 2 
Fazendo ai = x 3 , a 2 = y 3 , bi = x, b 2 = y: 


x 4 +y 4 


3 


x + y 


r3 


x + y 
2 

^4 


x 4 +y 4 > x + y 
2 

x + z 


x 3 + y 3 


x° + z° 


a i y 4 + z H v + z 

Analogamente: —->- e 

y 3 + z 3 

Somando estas desigualdades obtem-se: 

x 4 +y 4 y 4 +z 4 x 4 +z 4 ^ 

—+ ^ r + —-> x + y + z = l 


x 3 +y 3 


y 3 +z 3 


38) 

Da desigualdade de Cauchy sabe-se que (a + b + c) 2 < 3(a 2 + b 2 + c 2 ) 
Portanto, segue que: abc < a + b + c 

r a bc) 2 

(abc) 2 < (a + b + c) 2 < 3(a 2 + b 2 + c 2 ) => a 2 + b 2 + c 2 >—-— (1) 

Aplieando a desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica: 
a 2 + b 2 + c 2 > 3^/(abc) 2 => (a 2 + b 2 + c 2 ) 3 >27(abc) 2 (2) 

Multiplicando as desigualdades (1) e (2): 

(a 2 + b 2 + c 2 ) 4 >3 2 (abc) 4 => a 2 + b 2 + c 2 > i/iabc 


39) 


a 1 
b + c 2 


b | 1 
c + a 2 


c 1 

—-+-|>i <» 

a + b 2, 


(2a + b + c)(a + 2b + c)(a + b + 2c) > 8(a + b)(a + c)(b + c) 

Pela desigualdade entre as me dias aritmeti ca e geometrica: 

2a + b + c = (a + b)+(a + c) > 27(a + b)(a + c) 

Analogament e segue que: __ 

a + 2b + c > 2^(a + b)(b + c) e a + b + 2c = (a + c) + (b + c)>2V(a + c)(b + c) 
Multiplicando estas desigualdades: 

(2a + b + c)(a + 2b + c)(a + b + 2c) > 8(a + b)(a + c)(b + c) 

4 °) r 

Desde que x - a = b + c, entao a desigualdade podc ser escrita da forma: 


b+c a+c a+b l+a l+b l+c 
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Pela desigualdade entre as medias aritmetica e harmonica tem-se que 
X y x+y 

. . i,l. 4 4 _ 4 

Assim: -- h-> --- 


b + c a + c b + c + a+c (a + b + c) + c x + c 

, l i 4 1 1 . 4 

Analogamente: -+—— >—— e ——+-2- 

b+c a+b l+b a+b a+c l+a 

Somando estas desigualdades segue que 

1 1 12 2 2 
-+——+->-+——+- 


i-a l-b l — c l + a l + b l + c 


41 ) 

Note que 
a 3 + b 3 + c 3 = 


a 3 + a 3 + a 3 + a 3 + b 3 + c 3 


a 3 + b 3 + b 3 + b 3 + b 3 + c 3 


x 3 + b 3 +c 3 + c 3 + c 3 + c 3 


Por MA 

Analogamente: 
a 


> MG: a 3 + a 3 + a 3 + a 3 + b 3 + c^ ^ 6/ a 3 a 3 a 3 a s b 3 c 3 = a » 
6 


3 + b 3 + b 3 + b 3 + b 3 +c 3 . ,, r- a 3 + b 3 + c 3 + c 3 + c 3 + c 3 


— > 


b 2 Vac 


>c 2 ^/ab 


Somando estas desigualdades segue que 
a 3 + b 3 + c 3 > a 2 ^/bc + b 2 >/ca + c 2 Tab . 


42) 

Usando a desigualdade de Chcbychev sabe-se que: 

, ,, (a + b + c)(a 2 + b 2 + c 2 ) 

a 3 + b 3 +c i >—-• 

3 

Alem disso, pela desigualdade das medias aritmetica e geometrica: 

a + b + c ^ sfr - „ 

->V abc =1 

3 

Da desigualdade de Cauchy: a 2 + b 2 + c 2 > ab + be + ca 

Assim: a 3 + b 3 + c 3 > (a + b + c) -(a 2 + b 2 + c 2 ) > i.(ab + be + ca). 

3 


43 ) 
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Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica segue que 
a 2 + be > 2Va 2 bc = 2VabVca . 

Analogamente: b“ + ca > 2\^bc%/ab e c“ + ab>2>/ca%/bc 

l l i„xf i , 1 . 1 1 

Assim. a 2 + ^ c b 2 + ca c 2 +ab - 2 ^ VabVca ^/bc^/ab '/ca'/bc ) 


Pela desigualdade de Cauchy: 



44 ) 

Aplicando MA > PdG: ca + c + a > 3vc 2 a“ . 

(a+i)(b+i ) 2 ^ (a + i)(b + i ) 2 _ (a + i)(b + i ) 2 
Assim - -=—■—-2 


(b + i) 2 


3 x/c 2 a 2 +1 


(c + i)(a+i) (c+i) 


ca+c + a + i 
A desigualdade fica agora na forma: 

(a+i)(b + i ) 2 | (b + i)(c + i ) 2 | (c + i)(a + i ) 2 ^ (b + i) | (c + i) 


Ca + i) 2 


3^/c 2 a 2 +i 


3\/a 2 b 2 


2 C 2 4-1 


C4-1 


; +i 3^/bV+i ' c+i ‘ a + i b+i 

Pela desigualdade de Cauchy: (xt + yu + zv ) 2 < (x 2 + y 2 + x 2 )(t 2 + u 2 + v 2 ) 

Fazendo x = ^=,y = 4 ^,z = 4 =,t = ) u = V^I,v = VbTI 

Vc+i Va+i vb+i 


(b + i + c + i+a+i ) 2 s 


(b + i ) 2 | (c 4 - 1 ) 2 [ (a+jj 2 


(b4-l) 2 | (C 4-1) 2 | 


C4-1 

Ca + i) 2 


a 4 -i 


b + i 


(b4-i + c 4 -i + a + i) 


C4-1 


a4-i 
\2 


b+i 


>a4-b4-c4-3 


(a + i)(b4-i) 2 ^ (b + i)(c4-i) t (c 4-i)(a 4-1) _ ^ ^ + ^ + 


3 %/cV +1 


3x/a 2 b 2 +1 3%/b 2 c 2 


+ 1 


Pela desigualdade de Cauchy: (xt + yu + zv ) 2 < (x 2 + y 2 + z 2 )(t 2 + u 2 + v 2 ) 
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Fazendo x = 


V2 + b + c 2 


1 


z = 


24-C + a 


yj 2 + a + b' 


r, t = V2 + b + C 2 , 


u = -\/2 + c + a 2 , v = V2 + a + b 2 : 


(a+b+c) 2 < 


2+b+c 2 2+c+a 2 2+a+b 2 
b 2 c 2 . 


(2+b+c 2 +2+c+a 2 +2+a+b 2 ) : 
(a + b + c) 2 _ (a+b + c) 2 


2 + b + c 2 2 + c + a 2 2 + a + b 2 6 + a + b + c + a 2 +b 2 + c 2 9 + a + b + c 
Como a 2 + b 2 + c 2 > ab + ac + be entao: 

(a + b + c) 2 = a 2 + b 2 + a 2 + 2(ab + ac + be) < 3(a 2 + b 2 + a 2 ) = 9 => 
a + b + c<3 ^ 9 + a + b + c<i2 


Assim, tem-se que 


a 


2 + b + c 2 2 + c + a 2 2 + a + b 2 


(a + b + c) 2 
12 


46) 

Da identidade 


x 


- + - 


que 


x 


(x-l) 2 (y-1) 2 (z-l) : 

‘2 


(yz+cc-t-xy-3) a 

(x-l) 2 (y-i) 2 (z-i) 


+ - 


(x-1) 2 (y-1) 2 (z-i) 


->1. 


47 ) 

Note ue . 1 1 1 1 

ioeque. 1 + a 2^ + c ^ i + a (ab + ac) i + a(3-bc) i + 3a-abc 
Pela desigualdades entre as medias aritmetica e geometrical 

1 = + ^ C — c > ^(abc) 2 => abc < 1 => 1 - abc >0 => 

3 


3a + 1 - abc > 3a 
Analogamente: ■ 


i + a 2 (b + c) 


i + b 2 (c + a) 3b 


3a +1 - abc 3a 


i + c 2 (a + b) 3c 


Assim: 

l 1 } 1 ^ 1 | 1 ] 1 

l + a 2 (b + c) i + b 2 (c + a) l + c 2 (a + b) 3a 3 b 3c 


ab + ac + be 
3abc 


1 

abc 


48) 

Desigualdade de Cauchy: “Sejam Xi, x n , yi, y n reais dados, nao 
todosnulos (n > 1). Entao: jx^ +...+x n y n | < a/x 2 +... + x 2 >/y 2 +... + y 2 ” 



(xi 2 + x 2 2 + ...+ Xn 2 )(yi 2 + y 2 2 + ... + yn 2 ) > (xiyi + x 2 y 2 + ... + x n y n ) 2 => 


L + _L + ... + iYs + % + ... + %),f 1 + i + ... + I 


v a i a 


l 2 2 2 


2 n, 

Como {ak} e uma seqiiencia de inteiros positivos distintos, o maior valor 

de —+— + ...+— corresponde aos menores valores de ai. a 2 , ..., a n , que 
a 2 a n 

sao, colocando em ordem crescente, ai = 1, a 2 = 2, a n = n. Portanto 

11 11 1 

—+—+...+—< 1+ —+ ... + —. 


' n 


Entao: 1 + - + ... + - > 1 + -+...+- 


iT 


n ) 


( a, a 0 

a., ^ i 

' 1 

1) 

-f + Hr + .* 

+ 

IV 

i+—+ .. 


U 2 2 

n ) ' 

V 2 

nj 


49 ) 

I) ab + be + cd + da = (a + c)(b + d) 

II) Como x + y >2,/xy , fazendo x = a + c e y = b + d temos 
(a + c) + (b + d) >2^(a + c)(b + d) = 2 

Assim, segue que a + b + c + dS2 
Seja S = a + b + c + d => 

a 3 b 3 c 3 d 3 a 3 b 3 e 3 d 3 

- 1 - 1 - 1 -=- 1 - 1 - 1 -- 

b + c + d a + c + d a+b + d a+b + c S-a S-b S-c S-d 


X^ 

Definindo f(x) =-, 

S-x 


pode-se demonstrar que f”(x) > o para x > o, ou 


seja, f e convexa. 

Entao, pela Desigualdade de Jensen: 
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b 3 


d 3 


b + c+d a+c+d a + b + d a+b+c 


*4 


rrsyl 


(&) 

UJ 

— A 

4 3 

S-® 

- 4 

3 S 

4 j 

\ J 


l 4 J 


= 4 


S 2 N 


3-4 


> 4 - 


3-4 


50 ) 

Pela desigualdade de Cauchy: 

(xr + ys + zt 4 - wu) 2 < (x 2 + y 2 + z 2 + w 2 )(r 2 + s 2 + 1 2 + u 2 ) 


Fazendo x = 


b + 2c + 3d 


y= 


c + 2d + 3a 


> z = 


d+2a+3b’ 


w = 


, r = yja (b + 2C + 3d), s = 7b(c + 2d + 3a), 


|a + 2b + 3c 
t = Vc(d + 2a + 3b), u = Vd(a+2b+3c): 
(a+b+c+d) 2 < 


J. 


+' 


l^b+2c+3d c+2d+3a d+2a+3b a+2b+3c 
abed 


•4(ab+ac+ad+bc+bd+cd) 


- + - 


b + 2c + 3d c + 2d + 3a d + 2a + 3b a + 2b + 3c 


(a 4 - b + c + d) 2 


(i) 


4(ab + ac + ad + be + bd + cd) 

Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica sabe-se que 
x 2 + y 2 > 2xy. Assim: 

3(a 2 + b 2 + c 2 + d 2 ) = 

= (a 2 + b 2 ) + (a 2 + c 2 ) + (a 2 + d 2 ) + (b 2 + c 2 ) + (b 2 + d 2 ) + (c 2 + d 2 ) > 

> 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd 

T. . . . (a + b + c + d) 2 

Portanto, tem-se que 


o 

->- ( 2 ) 
ab + ac + ad + be + bd + cd 3 


Substituindo (2) em (1) conclui-se que 

abed 


b + 2c + 3d c + 2d + 3a d + 2a + 3b a + 2b + 3c 3* 

51 ) 

Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica: 
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a 5 + b 5 = 


a 5 +a 5 + a 5 +b 5 + b 5 


a 5 +a 5 +b 5 +b 5 +b 5 


> \/a 5 a 5 a 5 b 5 b 5 + ^ a 5 a 5 b 5 b 5 b 5 = a 3 b 2 + a 2 b 3 
Desta forma: 

ab ab 1 _ abc 

a 5 + b 5 + ab ~ a 3 b 2 + a 2 b 3 + ab a 2 b + ab 2 +1 a 2 b + ab 2 + abc 


c 

a+b + c 

Analogamente pode-se demonstrar que 
ac ^ b be ^ a 

-<- 0 --< — 

a 5 + c 5 + ac a + b + c b 5 + c 5 + bc a + b + c 

Somando estas tres desigualdades encontra-se que : 

ab be , ca _, 

a 5 + b 5 + ab b 5 + c 5 + be c 5 + a 5 + ca 


52) 

Fazendo a = — ,b = —ec = — a desigualdades fica da forma: 
y z x 



(x + z - y)(x + y - z)(y + z - x) < xyz 

Pela desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica: 

(x + z-y) + (x + y—5l>^( x + z _y)( x + y_ z ) => 

2 _ 

x>^/(x + z-y)(x + y-z)_ 

Analogamente: yS^/(x + y-z)(y + z-x) e z>^/(x + z-y)(y+z-x) 
Multiplicando-se obtem-se (x + z - y)(x + y - z)(y + z - x) < xyz. 

53) 

Sabe-se que (n - 1) 4 = 11 4 - 4 n3 + 6n 2 -411 + 1. Assim: 

^]n 4 -4^n 3 + 6 ^n 2 - 4 ^n + 4 = ^](n-i) 4 => 

4 X n3 -Z n4 = 6 ln 2 - 4 Z n -ZC I1 -i ) 4 +4 => 

4^Tn 3 -^n 4 =72-24-^(11 -1) 4 + 4 => 

4^n 3 -]Tn 4 =52-^(n-i) 4 => 36<52-^(n-i) 4 <48 => 
4<^(n-i) 4 <i6 

Fazendox = a-i,y = b — 1, z = c- iet = d — 1 tem-se: 
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x 2 + y 2 + z 2 + t 2 = 4ex + y + z + t = 2 

Assim, deve-se demonstrar que 4 < x 4 + y 4 + z 4 + t 4 < 16 

Pela desigualdade de Cauchy tem-se que: 

4(x4 + y4 + z4 + t 4 ) > (x 2 + y 2 + z 2 + t 2 ) 2 => 

4(x 4 + y4 + Z 4 + t4) > 16 => X4 + y4 + Z4 + t4 > 4 

Por outro lado: 16 = (x 2 + y 2 + z 2 + t 2 ) 2 = x 4 + y4 + z 4 + t 4 + 2(x 2 y 2 + x 2 z 2 + 
+ x 2 t 2 + y 2 z 2 + y 2 t 2 + z 2 t 2 ) => 16 > x 4 + y 4 + z 4 + t 4 

9.2. PARTE B 

x) minimo = -1 e maximo = 13/3 

2) Dica: a) Aplique a desigualdade de Chebychev; b) Aplique MA > MG. 

3) Dica: Eleve ao quadrado e organize um quadrado perfeito. 

4) Dica: MA > MG 

5) Dica: MA> MG 

6) Dica: Prove que se Vx > 1 . 

7) Dica: Substitua y em fungao de x e monte uma inequagao de 2 0 grau. 

8) Dica: Substitua & < & e b* < c 3 

9) Dica: MA > MG 

10) Dica: Faga yi = 1/(1 + xi) e depois use MA > MG. 

11) Dica: Faga x = l/a, y = a/b, z = l/c e depois MA > MG 

12) Dica: Aplique a desigualdades das medias de potencia. 

13) Dica: Isole e para aplicar Cauchy. 

14) Dica: Aplique MA > MG para mostrar que 3a4 + b 4 > 4 a 3 b. 

15) Dica: Aplique MA > MG para mostrar que x 8 + i/x 4 > xs + l/x. 

16) n/(2n - 1). Dica: Desigualdade de Jensen. 
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17) Dica: Por MA > MG encontre duas desigualdades, uma para (xi + yO 2 
+ ... + (xn + yn) 2 e outra para i/xiyi + ... + i/x n y n e depois multiplique as 
desigualdades. 


\{ \ 
2000 


18) 5*5. Dica: Por Chebyshev 5 V xf 005 > ^ x® ^ x, 2 

ciclica \ciclica /Vciclica / 

desigualdade entre as medias de potencias tem-se 

\16 


ciclica 


Z x ' 

ciclica 


Pela 

que 


19) Dica: Aplique a desigualdade de Cauchy e depois a desigualdade das 
medias de potencias. 

20) Dica: a) Desenvolva os quadrados e depois aplique MA > MG; b) 


21) Dica: Aplique MA > MG. 

22) Dica: Faga a + b = x,a + c = yeb + c = z. 

23) Dica. Use a desigualdade de Cauchy. 


24) Dica: Use a fatoragao de a 3 + bs + c 3 - 3abc. 

25) Dica: Use que x$ + x 4 + x 3 + x 2 + x + 1= (x 3 + i)(x 2 + x + 1) e depois 
prove que (a 3 + i)(b 3 + i)(c 3 + 1) > 8. 


26) Dica: Substitua x + y = 1 - xy em (x + y) 2 > 4xy. 

27) Dica: Prove que 4(a 2 + ab + b 2 ) > 3(a + b) 2 e depois prove 

9(x + y)(y + z)(z + x) > 8(x + y + z)(yz + zx + xy). 

28) Dica: Prove que 3abc - [a 2 (b + c - a) + b 2 (c + a - b) + c 2 (a + b - c)] 

= abc - (b + c - a)(c + a - b)(a + b - c). 


a 3 

29) Dica: Aplicando MA > MG dernonstre que —+x + x > 3a. 

x^ 

30) Dica: Por Chebyshev 3(a3 + b 3 + c 3 ) > (a + b + c)(a 2 + b 2 + c 2 ) 
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31) Dica. Aplicando Chebyshev prove que 

O 

6(a 3 + b 3 -1- c 3 -1- d 3 ) > —(a 2 + b 2 + c 2 + d 2 ). Depois aplique Cauchv e prove 
2 

que —(a 2 + b 2 + c 2 +d 2 )> —. 

2 8 

32) Dica: Aplique a desigualdade entre as medias de potencias. 


fx + v — 1) 2 

33) Dica: Por MA > MG tem-se que ---—— + z > 2(x + y -1). 


34 ) Dica. Deesenvolva a expressao e observe que xy + xz + yz < x + y + z. 

35 ) Dica. Aplique a desigualdade de Cauchy. 

36) Dica. Faga 2x = a + b, 2y = b + c, 2z = c + a e depois use (a + b + c )3 = 
= a 3 + b^ + cs + 3(a + b)(b + c)(c + a). 

•v 1 r*\ • o o o fx + y + z) 3 1 i^3(x + y + z) 

37) 3 / 4 - Dica: Faga x 3 +y 3 + z 3 +1 >--- h -h —>- -J= - 

9 22 3/36 

38 ) Dica: Demonstre que (a 2 + b« + c 6 )(a 6 + b« + c 2 ) > (a« + b 4 + c 4 ) 2 


39) Dica: Demonstre que — f = > ——. 

Vab a + b 

40) Dica: Prove que a 3 + 8 > 9 a A /3 e depois aplique Jensen. 
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POLIN OMIOS 


10 .1. PARTE A 
1 ) 

Podemos escrever P(x) da seguinte forma: 

P(x) = (x - xO(x - x 2 )...(x - x n ), onde Xi sao as raizes de P(x). 

Como todos os s sao negativos, fazendo - xs = yi, temos todos os yi sao 
positivos. 

Desde que o ultimo coeficiente de P(x) e igual a 1, temos que yiy 2 ...yn = l 
Assim, P(x) = (x + yO(x + y 2 )...(x + y n ) => 

P(i) = (1 + yO(i + y 2 )...(i + yn) 

Como 1 + yi > 2(y0 1 /' 2 , temos que 

P(i) > 2(y,) 1 A. 2(y 2 ) 1/2 ...2(y„) l/2 = 2"(y,y 2 ...y„) 1 / 2 => P(i) > 2" 

2 ) 

Aplicando x = i P(i) = (cos 0 + i.sen 0 ) n => 

P(i) = cos n 0 + i.sen n 0 

Aplicando x = - i => P(- i) = (cos 0 - i.sen 0 ) n => 

P(- i) = cos n 0 - i.sen n 0 
P(x) = Q(x).(x 2 + l) + ax + b => 

cos n0 + i.sen n0 = b + i.a e cos n0 - i.sen n0 = b - i.a 
Assim, a = sen n 0 e b = cos n 0 => r(x) = cos n 0 + x. sen n 0 


3) 

Como x 3 - l = (x - i)(x 2 + x + l), as 2 raizes (a e b) de x 2 + x + l 

satisfazem a 3 - l c b 3 = l 

P(a) = pdas) + a.p 2 (a 3 ) = p x (i) + a.p 2 (i) = o 

P(b) = pdbs) + b.p 2 (b3) = p,(i) + b.p 2 (i) = o 

Como a * o e b * o => pi(i) = o e p 2 (i) = o 

4 ) 

Analisemos o seguinte polinomio: Q(x) = xP(x) - l 
Notemos que para x = l, 2,..., n + l, temos que Q(x) = o 
Assim, as n + l raizes de Q(x) sao x = l, 2,..., n + l => 

Q(x) = (x - x)(x - 2)(x - 3)...(x - (n + i)) 

Ou seja, Q(n + 2) = (n + 2 - i)(n + 2 - 2)(n + 2- 3)...(n + 2 - (n + 1)) => 
Q(n + 2) = (n + 1)! 

Deste modo, Q(n + 2) = (n + 2)P(n + 2) - 1 => 

P(n + 2) = [(n + 1)1 + ij/(n + 2) 

5) 
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Se a equagao P(x) = Q(x) nao tem solugao, entao temos 
P(x) > Q(x) ou P(x) < Q(x) 

Suponhamos que P(x) > Q(x) (*) 

Fazendo x = P(x) na expressao (*) temos P(P(x)) > Q(P(x)) = P(Q(x)) 
Fazendo x = Q(x) na expressao (*) temos P(Q(x)) = Q(P(x)) > Q(Q(x)) 
Assim, P(P(x)) > Q(P(x)) = P(Q(x)) = Q(P(x)) > Q(Q(x)) => 

P(P(x)) > Q(Q(x)) 

6 ) 

Seja P(x) = k(x - Xi)(x - x 2 )(x - x 3 )(x - x 4 )...(x - x n ) 

Se k for divisivel por 10, temos diretamente um polinomio que satisfaz o 
enunciado. Suponhamos que lc nao seja divisivel por 10. 

Como 2 divide PCs) e 5 divide P(2) => 10 | P(2)P(s) 

P( 5 ) = k(5 - x0(5 - x 2 )(5 - x 3 )(5 - x 4 )...(5 - x„) 

P( 2 ) = k (2 - Xi )(2 - X 2 )(2 - X 3 )(2 - X 4 )...(2 - X„) 

P(7) = k (7 - Xi)(7 - x 2 )(7 - x 3 )(7 - x 4 )...(7 - x n ) 

Se existir um xi = 2 e um Xj = 5, teremos diretamente uma resposta, pois 
P(5) = o, P(2) = o e P(7) vai possuir em sua decomposigao um numero 2 
e um numero 5, fazendo com que 10 | P(7). 

Suponhamos entao que nenhuma raiz seja igual a 2 e 5. 

P(5)P(2) = k 2 [(5 - Xi)(2 - x,)][(5 - Xa)(2 - X 2 )]...[(5 - Xn)(2 - X„)] => 
P(5)P(2) = k 2 (io - 7x1 + Xi 2 )(io - 7X 2 + x 2 2 )...(io - 7X„ + Xu 2 ) => 

P(5)P(2) = k 2 [l0 - Xi(7 - Xi)][lO - X 2 (7 - Xa)]...[lO - Xn(7 - Xn)] => 

P(5)P(2) = k 2 [lO n - io n -*(xx(7 - Xi) + x 2 (7 - x 2 ) + ... + Xn(7 - x n )) + ... + 

+ Xi (7 - Xi)x 2 (7 - X 2 )...Xn (7 - X„)] 

Como todos os termos com excegao do ultimo sao divisiveis por 10, temos 
que: 

10 I X ,(7 - Xi)Xa (7 - X 2 )...Xn (7 “ Xn) => 

10 j XiX 2 ...Xn (7 - Xi )(7 - X 2 )...(7 - Xn) 

Como nenhuma raiz e igual a 2 e 5, temos que 
10 | (7 - X1X7 - x 2 )...(7 - x„) => 10 | P( 7 ) 


7) 

Podemos conseguir os eoeficientes A, B, C tais que se tenha 
identicamente f(x) = Ax(x + 1) + Bx(x - 1) + C(x 2 - 1). 

Particularizando para x = 1, - 1,0 e resolvendo o sistema fica: 

f(x)=—x(x+i)+^t^x(x-i)+f(o)(i-x 2 ) paratodox e SR. 

2 2 

Deduz-seque: |f(x)|<— |x(x+i)|+—|x(x-i)| + |i-x 2 |; como — l<x<l, 

1 + x 2 o, 1 - x £ 0 e 1 - x 2 > o 
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temos |f(x)|<— (i + x) + ^(i-x) + i-x 2 =-x 2 +|x| + i = — -fjx|--l <^, 


por outro lado, para x * 0, g(x) = x 2 f|^ 


1) 


Y 


Entao 


g(x) ; 


fd)„ . f(-i) 


(i + x) + ^^^-(i-x) + f(o)(x 2 -i) 


validopara -i<x<i.Assim |g(x)|<—^-+—^--+i-x 2 = 2-x 2 <2 


8 ) 

p(iq) = 1 => a.193 + b.19 2 + c.19 + d = 1 

P(62) = 2 ^ a.623 + b.62 2 + c.62 + d = 2 

Subtraindo a segunda da primeira temos que 

a (623 - 193) + b( 62 2 - 19 2 ) + c (62 - 19) = 1 => 

a(62 - 19)(62 2 + 19 2 + 62.19) + b(62 - ig)(62 + 19) + c(62 - 19) = 1 

43[a(62 2 + 19 2 + 62.19) + b.81 + c] = 1 

que nao possui shlugoes inteiras para a, b, c, pois 43 n §° divide 1. 

9) 

Sejam bi, b 2 , ..., b„ as raizes de p(x) = b e sejam Ci, c 2 , ..., c n as raizes de 
p(x) = c. Assumindo que c > b: 

| cotfZBAP)+... + cot(ZB n C n P) |= l(bl ~ Cl) | + b '^[ bn ~ Cn -- = 

_ I (bj + b a + ... + b n ) - (e L +c 2 + ... + c n ) I _ 1 ~ a n~! ~^~ a n-l^ I _ 0 

[ b — c 1 I "b—c 1 

O caso em que c < b e analogo. 

Assim, cot (ZB1C1P) + cot (ZB 2 C 2 P) + ... + cot (ZB n C n P) = o 

10) 

Raizes: r, s, t 

- a = r + s + t b = rs + rt + st - c = rst 

.-.c = ba => rst = (r + s + t)(rs + rt + st) => 

rst = r 2 s + r 2 t + rst + rs 2 + rst + s 2 t + rst + rt 2 + st 2 => 

rs(r + s) + rt(r +1) + st(s + t) + 2rst = o = 4 > 

rs(r + s) + (r + s + t)(rt + st) = 0 => 

rs(r + s) + (r + s) 2 t + t 2 (r + s) = o (r + s)(rs + (r + s)t +1 2 ) = o => 

_(r + s)(b + t 2 ) = o => r = - s 

11) 

Analisemos a primeira equagao: 
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x(b + a)(c + a) + y(a + a)(c + a) + z(a + a)(b + a) = 

= (a + a)(b + a)(c + a) => 

a 2 x + ax(b + c) + xbc + a 2 y + ay(a + c) + yac + a 2 z + az(a + b) + zab = 

= a 3 + a 2 (a + b + c) + a(ab + ac + be) + abc => 

a3 + a 2 (a + b + c — x-y-z) + a(ab + ac + be - xb — xc - ya - yc - za - 

zb) + abc - xbc - yac - zab = o 

Como as outras equates diferenciam da primeira pela toca de a por p e 
de a por y, podemos demonstrar que: 

P 3 + p 2 (a + b + c — x-y-z) + p(ab + ac + be - xb - xc - ya — yc - za - 
zb) + abc - xbc - yac - zab = o 

y 3 + y 2 (a + b + c- x- y-z) + y(ab + ac + be - xb - xc - ya - yc - za - zb) 

+ abc - xbc - yac - zab = o 

Assim, a, p e y sao raizes do polinomio: 

p 3 + p 2 (a + b + c- x- y-z) + p(ab + ac + be - xb - xc - ya - yc - za - 
zb) + abc - xbc - yac - zab = o 
Ou seja: a + p + y = a + b + c — x — y — z => 
x+y+z=a+a+b+p+c+y 

12 ) 

p + q + r = b/a pq + pr + qr = c/a pqr = -d/a 
P + Q + R = x/4 => tg (P + Q) = tg (n/ 4 - R) => 

(tg P + tg Q)/(i - tg P.tgQ)/ = (1 - tg R)/(l + tg R) => 

(P + q)/(i - pq) = (1 - r)/(i + r) => (p + q)(i + r) = (1 - pq)(i - r) => 
p + q + pr + qr = 1 - r - pq + pqr => 
p + q + r + pq + qr + pr - pqr = 1 => b/a + c/a + d/a = 1 => 
a = b + c + d 

13 ) 

Raizes: a, b, c a + b + c = o ab + ac + be = p abc = — q 

(a + b + c) 2 = a 2 + b 2 + c 2 + 2(ab + ac + be) => o = a 2 + b 2 + c 2 + 2p => 

2p = - (a 2 + b 2 + c 2 ) => p < 0 


14 ) 

X + l/x = - 1 => x 2 + l = -x => X 2 + X+1 = 0 => X3 = l 
X J 994 + l/x'994 = x 2 + l/x 2 

Se x + l/x = - 1 => x 2 + 1/x 2 + 2 = 1 => x 2 + 1/x 2 = - 1 => 

X l 994 4- l/x 1 994 = _ 1 

15 ) 

a + b + c + d = 18 ab + ac + ad + be + bd + cd = k 
abc + abd + adc + bed = - 200 abed = - 1984 
Como ab = - 32 => cd = 62 
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abc + abd + adc + bed = - 200 - 32c - 32d + 62a + 62b = - 200 => 

i6(c + d) - 3i(a + b) = 100 => 16(18 - a - b) - 3i(a + b) = 100 => 

288 - i6(a + b) - 3i(a + b) = 100 => 47(a + b) = 188 => 
a + b = 4 e c + d = 14 

k = ab + ac + ad + be + bd + cd = - 32 + a(c + d) + b(c + d) + 62 = 

= 30 + (a + b)(c + d) = 30 + 4.14 => k = 86 


16) 

Seja y > 1 uma raiz de q(y) = ay 2 + (c - b)y + (e - d) = o e z 2 = y (z > l) 
q(z) = az 4 + (c - b)z 2 + (e - d) 

Como p(x) = ax 4 + (c - b)x 2 + (e - d) + bx 3 + dx - bx 2 - d => 
p(x) = ax 4 + (c - b)x 2 + (e - d) + (x - i)(bx 2 + d) 

Assim,aplicando x = z e x = -z temos p(z) = (z- i)(bz 2 + d) e 
p(- z) = - (z + i)(bz 2 + d) 

Como z > 1 temos p(z)p(- z) e negativo, implicando que entre z e - z 
existe uma raiz de p(x) 


fx^ 



1 (A 

(A 


+ 


+ +...- 

H 



,1, 

J UJ 

UJ 


17 ) 

Pode-se fazer P(x) = 


P(x) = i + x + x(x ~ X) + x(x ~ l)(X ~ 2) + -+ X(X ~ lXx ~ 2) - (X ~ n+l) , onde 
2! 3! n! 

verifica-se que o grau de P(x) e definido pela ultima parcela e vale n. 

. /n + i 

Assim: P(n + i) = 


P(n+i) = 


n + i 


0 

> f n+l^ 

l 1 


\ 

rn+r 

( n+q 

r n+r 

+ 


+1 +...+ 



v 1 , 

1 2 ) 

v n > 


y 


I 2 J 


n + i 
n 


11 +1 
n + i 


n + i 
n + i 


P(n + 1) = 2 n +1 — 1. 


l8 > 

Suponhamos que x 0 seja uma raiz, diferente de 3, do polinomio p(x). 
Entao: (x 0 - i) 2 p(x 0 ) = (x 0 - 3) 2 p( x o + 2). 

Como p(xo) = 0 => (x 0 - 3) 2 pCx 0 + 2) = 0 => p(x 0 + 2) = o pois x 0 ^ 3 
Assim X 0 + 2 e uma raiz de p(x). De modo analogo, fazendo x = x 0 + 2 
concluimos que x 0 + 4 e raiz de p(x). 

Fazendo x = x 0 - 2 tambem conclui-se que x 0 - 2 e raiz de p(x). 

Dcste modo, conclui-se que p(x) possui infinitas raizes da forma 
x = x 0 + 2k, onde k e um inteiro. 
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Como o unico polinomio que possui infinitas raizes e o polinomio 
indenticamente nulo, entao p(x) nao possui raizes diferentes de x = 3. 
Deste modo p(x) = A(x - 3) n . 

A(x - i) 2 (x - 3) n = A(x - 3) 2 (x - i) n => n = 2 => p(x)=A(x-3> 


19 ) 

Suponhamos, sem perda de generalidades (pois a equaqao e simetrica), 
que a e racional. 


a 2 b 2 (a 2 b 2 + 4) = 2a 6 + 2b 6 => 



2b 6 - (a'Ob-t - (4a 2 )b 2 + 2a 6 = 0 => 


b Q 

Fazendo x = — temosque x 6 -x 4 —~-x 2 + i = o (1) 

a 2 a 2 

Desde que a e racional, entao x e racional se e somente se b e racional. 

A equagao (i) e uma equagao algebrica de coeficientes racionais. Se esta 
equagao possui uma solugao racional x, entao esta solugao e igual a ± p/q, 
onde p e um divisor do coeficiente de x° e q e um divisor do coeficiente de 
x 6 . Como ambos coeficientes sao iguais a l, entao as possiveis solugoes 
racionais de (l) sao ± l. Aplicando ± i em (l): 
a 2 2 a 2 2 

1 -- +1 = o =^> — + — = 2 => a 4 + 4 = aa 2 => 

2 a 2 a 

a 4 - 4a 2 + 4 = 0 => (a 2 - 2) 2 = o => a 2 = 2 => a nao e racional, que e 
uma contradigao. 

Portanto, x nao pode ser racional, implicando que b nao e racional. 


20) 

Vamos construir uma equagao algebrica de 3 0 grau tal que suas raizes 
sejam a, be c. Desde que a + b + c = o, a equagao e dada por x 3 + qx + r 
= 0, qerinteiros. 

Substituindo: 
a 3 + qa + r = 0 
b 3 + qb + r = 0 
c 3 + qc + r = 0 

Multiplicand© cada equagao por 2a, 2b e 2c, respectivamente, e somando 
obtemos: 

2a 4 + 2b 4 + 2c 4 + 2q(a 2 + b 2 + c 2 ) + 2r(a + b + c) = o => 2a 4 + 2b 4 + 2c 4 
= - 2q(a 2 + b 2 + c 2 ). 

Pelas relagoes de Girard sabemos que: 
a + b + c = o 
ab + be + ac = - q 
abc = r 


138 


Tecnicasem Olimpiadas de Matematica-Polindmios-Solucoes 

Assim: (a + b + c) 2 = a 2 + b 2 + c 2 + 2(ab + be + ac) = o =e> 
a 2 + b 2 + c 2 = - 2(ab + be + ac) = - 2q 
Como 2a 4 + 2b 4 + 2c 4 = - 2q(a 2 + b 2 + c 2 ) => 

2a 4 + 2b 4 + 2c 4 = 4q 2 = (2q) 2 . 


21) 

De posse de quatro numeros a, b, c e d, somente nao poderiamos 
determinar a equagao se ocorresse um dos tres casos abaixo. Vamos 
analisar caso a caso: 

i) 1° caso: 

x 2 + ax + b = 0 com raizes c e d 
x 2 + cx + d = o com raizes a e b 

(1) c + d = - a 

(2) cd = b 

(3) a + b = - c 

(4) ab = d 

Subtraindo (1) de (3): c + d- a- b = -a + c => b = d 

ii) 2 0 caso: 

x 2 + ax + b = o raizes c e d 
x 2 + ax + c = 0 raizes bed 

(1) c + d = - a 

(2) cd = b 

(3) b + d = - a 

(4) bd = c 

Subtraindo (1) de (3): b = c 

iii) 3 0 caso: 

x 2 + ax + b = 0 raizes c e d 
x 2 + cx + b = o raizes a e d 

(1) c + d = - a 

(2) cd = b 

(3) a + d = - c 

(4) ad = b 

Comparando (2) e (4): a = c 

Como em cada um dos tres casos acima temos sempre que dois dos 
numeros a, b, c, d sao iguais entao sempre e possivel determinar uma 
equagao de 2° grau de posse de quatro numeros que podem assumir os 
valores das raizes e dos coeficientes da equagao. Por exemplo, sendo os 
numeros Xi, x 2 , x 3 e x 4 , e sendo Xi, Xj, xu e xi uma permutagao destes 
numeros, basta organizar aos pares os numeros e fazer as contas: Xi + xj 
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e XiXj. Quando acontecer que Xi + xj = - Xk e xiXj = xi, entao a = Xk e 
b = xi. 

22 ) 

Comparando os coeficientes dc x 2 ° temos que: 

2 20 _ a 20 = 1 a = (2 20 - l) 1 / 20 . 

Aplicando x = 1/2, temos que: - (ax + b) 20 = (x 2 + px + q) 10 e como o 
termo da direita e negativo e 0 da direita e positivo, temos que os dois 
devem ser iguais a o. 

(a/2 + b) 20 = 0 => b = - a/2 => b = - [(2 20 - i) 1 / ao ]/ 2 
(x 2 + px + q) 10 => 1/4 + p/2 + q = o 2p + 4q = -i 
Aplicando x = o temos que: q 10 = 1 - b 20 
b 20 = (2 20 - 1)/2 20 => b 20 = 1 - 1/2 20 => 1 - b 20 = 1/2 20 => 
q 10 = 1/2 20 => q = 1/4 ou q = - 1/4 

Seq = 1/4 => p = -ieseq = - 1/4 => p = o 

Calculando o coeficiente de x 1 ^ da expressao do lado esquerdo da 
igualdade temos: 

- 20 . 2*9 - 2 Q.a} 9 .b = 20[— 2*9 + a 20 / 2 ] = 20[— 2 *9 + 2*9 - 1/2] = - 10 
Do lado direito temos: 

Se q = - 1/4 e p = o => io(- 1/4) = - 5/2 

Se q = 1/4 e p = - 1 => io(- 1) = - 10 

Assim, temos que p = - 1 e q = 1/4. 

Ou seja, temos que os valores sao 
a = (2 20 - 1 y/*°, b = - [(2 20 - i) 1 / 20 ]/2 J p = - 1, q = 1/4. 


23) 

Seja g(x) = P(x) - 5 => g(x) = (x - a)(x - b)(x - c)(x - d)(x - e)h(x) 
Como a, b, c, d, e sao distintos entao x-a, x-b, x-c, x-d, x-e 
tambem sao distintos. 

Logo, |g(x)| = |(x - a)(x - b)(x - c)(x - d)(x - e)h(x)| > 

> |(l)(-l)(2)(-2)(±3)| =12 => g(x) < - 12 ou g(x) > 12 
Como P(x) = g(x) + 5 => P(x) < - 7 ou P(x) > 17 

24) 

O que 0 enunciado propoe e queexisteminteiros cektais que: 
f(c) = k 2 e f(c + 1) = (k + l) 2 

Assim: k 2 = c 2 + ac + b (1) k 2 + 2k + 1 = c 2 + 2c + 1 + ac + a + b (2) 
Subtraindo: 2k = 2c + a => a = 2k - 2c (3) 

Aplicando (3) em (1): k 2 = c 2 + 2(k - c)c + b => 
k 2 = C 2 _ 2c 2 4- 2 kc + b => k 2 - 2 kc + c 2 = b => 

(lc - c) 2 = b => b = a 2 /4 

Portanto: f(x) = x 2 + ax + b = x 2 + ax + a 2 /4 = (x + a/2) 2 
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25) 

i) Podemos montar os sistemas de equagoes: 

a + b = 3c e ab = -8d => b = 3 c - a => a(3c - a) = - 8d 

c + d = 3a e cd = - 8b => d = 3 a - c => c(3a - c) = - 8b 

ii) Subtraindo as duas primeiras equagoes de cada sistema: 
a + b- c- d = 3c-3a d - b = 4(a - c) 

iii) 3ac - a 2 = - 8d e 3ac - c 2 = - 8b => c 2 - a 2 = - 8(d - b) 

Assim, c 2 - a 2 = - 3 2(a - c) => (c + a)(c - a) = 32(0 - a) => 

c + a = 32 

Somando as duas primeiras equagoes de cada sistema: 
a + b + c + d = 3(a 4 - c) a + b + c + d = 96 

iv) Vamos agora conferir se existem os numeros reais a, b, c e d 
Multiplicando as duas ultimas equagoes de cada sistema: 
abed = 64bd => ac = 64 

a + c = 32 e ac = 64 a e c sao reais => b e d tambem sao reais. 

26) 

P(x) + 1 = (x - i) 3 Q(x) e P(x) - 1 = (x + i) 3 R(x), onde 
Q(x) = ax 2 + bx + c e R(x) = ax 2 + px + q 

P(x) + 1 = axs + (b - 3a)x4 + (c - 3b + 3 a)x3 + (- 3 c + 3b - a)x 2 + 

+ (3c - b)x - c 

P(x) - 1 = axs + (p + 3 a)x 4 4- (q + 3 p + 3 a)x 3 + ( 3 q + 3P + a)x 2 + (3c 4 - p)x 

+ q 

Desta forma: 

b - 3a = p + 3 a 

c - 3 b 4 - 3 a = q + 3 p + 3 a 

- 3C + 3 b - a = 3q 4-3p 4 -a 
3 c - b = 3 q 4- p 

— c = q 4 - 2 

Resolvendo este sistema: a = - 3/8, b = - 9/8, c = - 1, p = 9/8 e q = - 1 
Assim: P(x) = - 3x5/8 + ioxs/8 - 15X/8 

27) 

Suponha que P(x) = (x — Xi)(x - X2)...(x - x m )(x 2 - piX + qO(x 2 - P2X + 
q 2 )...(x 2 - p n x + qn), onde os polinomios x 2 - pkx + qk nao possuem 
raizes reais. Logo: 

1 >|P(i)|=|i-x 1 1 |i-x 2 |...|i-x n | l-i-ipj + qj ||-i-ip 2 + q 2 I —l -1- iPm +< lm 
Como |i — xj| = 1 + xj 2 > x entao ] i —x, | |i-x 2 |...|i — x n |>i => 

|-i-ip 1 + q 1 ||-i-ip 2 + q 2 |...|-i-ip m +q m l<l => 
existe k tal que | -1 - ip fc + n k |c 1 => pu 2 + (qk - 1) 2 < 1 
Suponha que a ± bi sao as raizes de x 2 - pkx + qk => P(a + bi) = 0 
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Logo: (x - (a + bi))(x - (a - bi)) = x * 2 - 2ax + (a 2 + b 2 ) = x 2 - pkx + qk => 
Pk = 2a e qk = a 2 + b 2 
Assim: 4a 2 + (a 2 + b 2 - 1) 2 < 1 

28) 

Se A, B e C sao angulos de urn triangulo entao 
tg A + tg B + tg C = tg A.tg B.tg C 

Suponha que as raizes de - px 3 + qx 2 - rx + s = o sejam 
t, tg A, tg B, tg C. Logo: 

t + tgA + tgB + tgC + tgD = p => tgA + tgB+tgC = p- t 
t.tg A.tg B.tg C. tgD = s => tg A.tg B.tg C = s/t 
Assim, tem-se que p - t = s/t 

q = tg A.tg B + tg A.tg C + tg B.tg C + t(tg A + tg B + tg C) => 
tg A.tg B + tg A.tg C + tg B.tg C = q - s 
r = tg A.tg B. tgC + t(tg A.tg B + tg A.tg C + tg B.tg C) => 

r = p- t + t(q-s) => r = p- t + tq-ts => t = ——— 

q-s-i 


29) 

Das relaqoes de Girard sobre 4x1 - ax 3 + bx 2 - cx + 5 = 0 sabe-se que 
ri.r 2 .r 3 .r 3 = 5/4 




r r r r 

Se — + — + — + — = l, sua media aritmetica vale 

2458 4 

Por outro lado, a media geometrica destes numeros vale: 

i;r 0 r 0 r, / 1 1 

256 “4 


4 5 8 




2 4 5 8 


320 


Assim, a media aritmetica e igual a media geometrica, implicando que os 
numeros devem ser iguais: 


ZL 

2 


2 

4 


5 


M. 

8 


rj=-, r 2 =i, r, = —, r =2 

2 J 4 4 


30) 

x = ^2+^4 => x 3 = 2 + 2^4^443^2^^16+4 = 6 + 2^8(^2+^/4) = 6+4X => 

X 3 - 4 X — 6 = o 

Sejam a, b, c as raizes de x 3 - 4X - 6 = o 

a + b + c = o ab + ac + be = - 4 

a 2 + b 2 + c 2 = (a + b + c) 2 - 2(ab + ac + be) = 8 

Entretanto, sendo a = ^+^4 => a 2 * =^ / 4 + ^/i6+2^/8 = 4 + ^4 + 2^2 
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Como 2^/2 >2,5 e $[4 >1,5 => a 2 emaiorque8 => b 2 + c 2 < o => 
bee nao nao reais 

31 ) 

A equagao x n = - 4 possui n raizes complexas distintas Zi, z 2 , ..., z n , cada 
uma delas de modulos 4 1 / 11 . 

Se x 4 + 4 = F(x)G(x) entao z h z 2 ,..., Zk sao raizes de F(x) e zk +1, Zk + 2,..., z n 
sao raizes de G(x): 

F(x) = A(x- Zi)(x- z 2 )...(x - zk) e G(x) = B(x - Zk + i)(x-Zk + 2 )...(x - z n ) 
Comparando os coeficientes conclui-se que AB = 1 => A = B = ± 1. 

Os termos independentes de F(x) e G(x) valem f 0 = (- i) k AziZ 2 ...Zk e 
go = (- i) n_k Bzk+iZk +2 ...z n e devem ser numeros inteiros. 

|f 0 l=|z 1 ||z 2 |...|z k |= 4 n e I g 0 H z kTl 11 z k+2 |... I z n |= 4 11 => 

1 < f 0 < 4 e 1 < go < 4 

Como f 0 go = 4 entao a unica possibilidade e que f 0 = go = 2, com k = n/2. 
Logo, tem-se que F(x)G(x) = x 2k + 4. Uma vez que x 2k + 4 > o entao F(x) e 
G(x) sao polinomios de coeficientes inteiros e com nenhuma raiz real. 
Assim, as raizes de F e G aparecem aos pares de raizes complexas 
conjugadas, fazendo com que F e G possuam grau par. Portanto, conclui- 
se que n = 4t. 

Para n = 4t pode-se fazer x# + 4 = (x 2t + 2x l + 2)(x 2t - 2x l + 2) 

32 ) 

Sejam w e w 2 as raizes x 2 + x + 1 = o: w 2 + w + 1 = o e w 3 = 1 

P(w) = (w x 958 + w J 957 + 2)^59 = [( W 3)G52. W 2 + (w3)652. W + 2] 1 959 = 

= (\V 2 + W + 2) 1 959 = (- 1 + 2>959 = 1 

P( W 2) = ( W 39 i 6 + W 39 i 4 + 2)^59 = [(w^^.W + (w 3 ) 1 304 . W 2 + 2] J 959 = 

= (W + W 2 + 2) l 959 = (- 1 + 2>959 = 1 

Por outro lado: 

P(w) = 1 = a 0 + aiW + a 2 w 2 + a 3 + a 4 w + a 5 w 2 + ... e 
p(w 2 ) = l = a 0 + aiW 2 + a 2 w + a 3 + a 4 w 2 + a 5 w + ... 

Somando estas duas equagoes: 

2 = 2a 0 + ai(w 2 + w) + a 2 (w 2 + w) + 2a 3 + a 4 (w 2 + w) + a 5 (w 2 + w) + ... => 
l = a 0 - ai/2 - a 2 /2 + a 3 - a 4 /2 - a 5 /2 + ... 

33 ) 

p(x) 2 = (a 0 + aix + a 2 x 2 +... + a n x n ) 2 = 

= b 0 + bix + b 2 x 2 + ... + b n + ix n +1 + ... + b 2n x 2n => 
bn +1 — aia n + a 2 a n -1 + ... + anai 
Como o < ai < a 0 entao b n +1 < aia 0 + a 2 a 0 + ... + a n a 0 
Somando tem-se que 

2bn + i ^ ai(a 0 + a n ) + a 2 (ao + a n -i) + ... + an(ao + aO => 
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2b n + i ^ ai(ao + ai + ... + a n ) + a2(a 0 + ai + ... + a n ) + ••• + 

+ a n (a 0 + ai + ... + an) 

2b„ + 1 < (ao + a, + ... + a n ) 2 = f(i) 2 => b„ + i < [f(i) 2 ]/2 

34 ) 

Note que se 0 = nt/15,1 < r < 15 e mdc (r, 15) = 1, entao tg 56 = tg nt/3 

Como mdc (r, 15) = 1 =s> tg 56 = ± tg 6o° => tg 2 5 © = 3 

Seja x = tg 0 => tg 20 = 2x/(i - x 2 ) => 

tg 30 = tg (2O + 0) = [x + 2x/(i - x 2 )]/[i - 2x 2 /(i - x 2 )] => 

tg 30 = (x - X3 + 2x)/(l - X 2 - 2X 2 ) => tg 30 = (x 3 - 3X)/(3X 2 - 1) 

tg 50 = tg (20 + 30 ) = 

= [2X/(1 - X 2 ) + (x3 - 3 X)/( 3 X 2 - l)]/[l - 2x(x3 - 3x)/(i - X 2 )(3X 2 - 1)] => 
tg 50=[2X(3X 2 - l) + (X3 - 3x)(l - x 2 )]/[(l - X 2 )( 3 X 2 - 1 ) - 2x(x3 - 3X)] => 
tg 50 = [6x3 - 2X + X3 - X5 - 3 X + 3X3]/[ 3 X 2 - 1 - 3X4 + X 2 - 2X4 + 6 x 2 ] => 
tg 50 = x[x4 - 10 X 2 + 5]/[5x 4 - 10 X 2 + l] => 
tg 50 = x 2 [x4 - 10X 2 + 5] 2 /[5x4 - iox 2 + 1] 2 => 
x 2 [x4 - iox 2 + 5l 2 /[5x 4 - IOX 2 + 1] 2 = 3 => 

X 2 (x 8 - 20X 6 + 110 X 4 - 100X 2 + 25) = 3 ( 25 X 8 - 100X 6 + 110 X 4 - 20X 2 + 1) => 
X 10 - 95X 8 + 41OX 6 - 43OX 4 + 85X 2 -3 = 0 
Dividindo por x 2 - 3 obtem-se como quociente 
x 8 - 92X 6 + 134x4 - 28x 2 + 1. 


Se p(x) e urn polinomio constante entao p(x) = oou p(x) = 1. 

Suponhamos que p(x) nao e um polinomio constante. 

Suponha que x 0 e uma raiz de p(x), ou seja, p(x 0 ) = o => 

p(x 0 2 + Xo + 1) = 0 => X, = Xo 2 + Xo + 1 e tambem uma raiz de p(x). 

Por induqao, se x n e uma raiz real de p(x) entao x n + 1 = x n 2 + x n + 1 
tambem e uma raiz real de p(x). 

Desde que x n + 1 - x„ = x n 2 + 1 > 0 entao a sequencia x« e uma sequencia 
estritamente crescente, implicando que p(x) possua infinitas raizes, que 
eimpossivel. Assim, p(x) = o nao possui raizes reais. 

Como os coeficientes de p(x) sao reais, suas raizes podem ser organizadas 
aos pares de raizes complexas conjugadas, fazendo com que n seja par. 
Vamos provar que p(x) = (x 2 + i) n satisfaz p(x).p(x + 1) = p(x 2 + x + 1): 
p(x)p(x + l) = (x 2 + i) n [(x 2 + 1)" + 1] = (x 2 + i) 2 " + (x 2 + i)» + 1 = 

= p(x 2 + x + i) 

Vamos demonstrar que esta e a unica soluqao. 

Considere que p(x) e um polinomio monico de grau 2n e satisfaz 
p(x).p(x + l) = p(x 2 + x + l) 

Seja q(x) = p(x) - (x 2 + i) n => p(x) = q(x) + (x 2 + i) n 
Supondo que 0 q = s, nota-se que s < 2n. 
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p(x)p(x + 1) = [q(x) + (x 2 + i)"][q(x + 1) + (x 2 + 2x + 2)"] 
p(x 2 + x + 1) = q(x 2 + x + 1) + [(x 2 + x + 1) 2 + i] n 
Como p(x)p(x + 1) = p(x 2 + x + 1) => 

(x 2 + i) n q(x + 1) + (x 2 + 2x + 2) n q(x) = q(x 2 + x + 1) - q(x)q(x + l) (1) 

Em (1) tem-se que: 

a[(x 2 + i) n q(x + 1) + (x 2 + 2x + 2)"q(x)] = 2n + s e 

<?[q(x 2 + x + 1) - q(x)q(x + 1)] < 2s 

Logo: 2n + s < 2s => s > 2n, que e uma contradiqao 

Assim, os polinomios que satisfazem p(x).p(x + 1) = p(x 2 + x + 1) sao 

p(x) = o, p(x) = 1 e p(x) = (x 2 + i) n . 


36) 

1 + X + X 2 + ... + x m = o 


x m + 1 = O (X * l) 


x k = cos 2 —+ i.sen-para k = 1, 2,..., m 

m+i m + i 

Para que 1 + x + x 2 + ... + x m divida 1 + x" + x 2 “ + ... + x mn entao as raizes 
de 1 + x + x 2 + ... + x m tambem devem ser raizes de 1 + x n + x 2n + ... + x mn . 


1 + x" + x 2n + ... + x mn = o 


x nCm+i) 

x n -i 


= 1 => X n C m + P = 1 (x 11 * 1) 


A “ JL 

Assim, de modo que i + x + x 2 + ... + x m divida i + x 11 + x 211 + ... + x mn 

basta que Xk n(m + = 1 e Xk rl * l. 

Note que Xk n(m + l) = l sempre ocorre, uma vez que: 


K) 


n(m+i) 


= COS- 


2 k 7 l 
m + i 


-+usen- 


2k;i 
m*f 1 


n(m+i) 


= cos(2kmi)+isen(2kmi) = 


= coso+i.seno = i 
Por outro lado: Xk n ^ 1 => 

. .n ( 2kn . 2kn Y 

( x k) = cos ^TT + 1 - sen 


m + i 


m + i 


2lcn7t . 2kn7t , 

= cos-+i.sen-*1, k = l, 2,m 


m + i 


m + i 


Se mdc (n, m + 1) = d ^ 1 entao (m + 1) — k.n para algum k < m. Paia este 


k tem-se (x k ) n = 1, que nao e permitido. Assim, 1 + x + x 2 + ... + x m divide 
1 + x n -1- x 2n + ... + x mn se e somente mdc (n, m + 1) = 1. 


37 ) 

Suponha que x 13 + x + 90 = (x 2 — x + a)q(x), onde a e um numero inteiro. 
Como q(x) e a divisao de dois polinomios monicos, entao q(x) possui 
apenas coeficientes inteiros. Se a < o entao x 2 - x + a possui uma raiz r 
positiva. Como as raizes de x 2 — x + a tambem sao raizes de x 13 + x + 9 ^? 
entao r tambem e raiz de x 13 + x + 90. Entretanto, como os coeficientes 
de x 13 + x + 90 sao todos positivos, este polinomio nao pode ter raizes 
positivas. Assim, conclui-se que a > o. 
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x = - 1: (a + 2)q(- 1) = 88 (l) 

x = o: aq(o) = 90 (2) 

x = 1: aq(i) = 92 (3) 

De (1) e (2) conclui-se que a divide 2, ou seja, a = 1 ou a = 2. Se a = 1, 
entao por (3) tem-se que 3 divide 88, que e falso. Se a = 2 tem-se que: 
x 1 ^ + x + 90 = (x 2 - x + 2 )(x n + X 10 — X 9 — 3X 8 — x? + 5X 6 + 7X 5 - 3 x4 - 7 x3 - 
ux 2 + 23X + 45) 

Logo, a unica possibilidade e a = 2. 

38 ) . , , 

Suponha que p(x) = o possui raizes Xi e x 2 , ou seja, p(xO = o e p(x 2 J - 0. 

Desde que o coeficiente de x 2 em p(x) e positivo entao p(x)>-—, onde 
A = a 2 - 4b. 

^ ^ A 

Logo, p(p(x)) = o possui raizes reais se e somente se x t > e x 2 > ^ . 

Desta forma: -a = x. + x > —— = —- => 4b < a 2 — 2a (1) 

2 2 

Sejam yi, y 2 , y3, y 4 as raizes de p(p(x)) = o. Duas delas (yi e y 2 ) sao raizes 
de x 2 + ax + b - xi = o e as outras duas raizes (y 3 e y 4 ) sao raizes de x 2 + 
ax + b - x 2 = o. 

Assim, existem dois casos para as raizes que somam — 1: 

i) yi + y 2 = — l => a = l => 4b < 1 2 — 2.1 => b < — 1/4 

ii) yi + Y 3 = - 1 => => Yi 2 + Y 3 2 ^1/2 

Como yi 2 + ayi + b - Xi = 0 e y 3 2 + ay 3 + b - x 2 = 0, somando estas duas 

Y\ 2 +y 2 1 

equagoes: yi 2 + y 3 2 + 2b = o => b = — - — ^ 


39 ) 

X 2 + x + 1 I g(x 2 + X + 1) => g(x) = xgi(x) 

X 2 - X + 1 I f(x 2 - X + 1) => f(x) = xfi(x) 

Substituindo na equagao original tem-se: fi(x 2 - x + 1) = gi(x 2 + x + 1) 
Fazendo x - l - x: fi(x 2 + 3 X + 3 ) = gi(x 2 + x + 1) = fi(x 2 + x + 1) 


f. 


x+- 




= £, 


x-ijV 

2 J 4 


Fazendo h(x) = f ; 


/ 


\ 2 ^ 

( 

1 

1 3 


x — 


{ 

2 

J 4 

V 


/ 


tem-se que h(x + 2) = h(x), ou seja, h e 


um polinomio periodico e portanto constante. Conclui-se entao que fi e gi 
sao constantes, fazendo com que f(x) = g(x) = kx. 
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40) 

i) x = o => P(o) = o; 

ii) x = 1 = 5 - P(i) = 0; 

iii) x = - 1 => P(- 1) = 0 

Se P(x) possuir outra raiz t alem de o, 1 e - 1 entao 
P(t 2 ) = t 2 (t 2 + i)P(t) => t 2 tambem raiz de P(x) 

Continuando com este procedimento pode-se encontrar infmitas raizes 
para P, o que e impossivel. 

Logo, conclui-se que as unicas raizes de P sao 0,1 e — 1. . ^ , 

De P(x 2 ) = x 2 (x 2 + i)P(x) conclui-se que P(x) = P(- x), ou seja, P(x) e uma 

funqao polinomial par. Alem disso, se 8 ? = n: 

d[P(x 2 )] = d[x 2 (x 2 + i)P(x)] => 2n = n + 4 => 11 = 4 

Todas as fungoes polinomiais pares de grau 4 com raizes 0, 1 e 1 

possuem a forma P(x) = kx 2 (x 2 — 1). 

Como P(2) = 12 entao k = 1 => P(x) = x 4 - x 2 . 

Notemos inicialmente que x = 0 e uma soluqao da equagao dada. 

Devido aos sinais, podemos concluir tambem que, apos desenvolvermos 
os dois lados da equagao, os termos de expoente par em x possuem o 
mesmo coeficiente nos dois lados da igualdade, implicando que a 

eouacao fica reduzida aos termos de expoente impar em x. 

Fagamos a 2 = - a x e a 4 = - a 3 , onde ai e a 3 sao numeros reais distmtos 
nao-nulos. 

Deste modo, a equagao fica da forma: 

(x - a0(x + ai)(x - a 3 )(x + a 3 )...(x - ai 0 ) = 

= (x + aO(x - aO(x + a 3 )(x - a 3 )...(x - aio) 

Portanto, temos que a 1; - a 1; a 3 e - a 3 sao raizes reais distintas da 

equagao. _ 

Eliminando estes termos comuns, temos que a equagao tica: 

(x - a 5 )(x - a 6 )(x - a 7 )(x - aa)(x - a 9 )(x - aio) = 

= (x + a 5 )(x + a6)(x + a 7 )(x + as)(x + a 9 )(x + aio) 

Desenvolvendo: 

x 6 - Ax 5 + Bx« - Cx 3 + Dx 2 - Ex + F = 

= x 6 + Axs + Bx 4 + Cx3 + Dx 2 + Ex + F = 4 > 

Axs + Cxs + Ex = 0 => xfAx-1 + Cx 2 + E) = 0, comprovando que x = o_e 
uma solugao real da equagao. As outras 4 raizes saem da equagao 
Ax 4 + Cx 2 + E = o, que e uma equagao biquadrada. 

• Pelas Relagoes de Girard, sabemos que, em relagao aos termos a 5 , ae, a 7 , 

as, 3-9 6 ai 0 : 

- A e a soma destes termos; 

- C e a soma da multiplica^ao 3 a 3 destes termos; 


147 



































_ Tecnicas em Olimpiadas tie Matematica - Pohiwmios - Solucoes 

- E e a soma da multiplicagao 5 a 5 destes termos. 

Portanto, se a 5 , a6, a 7 , as, a 9 e ai 0 forem todos numeros reais positivos, 
entao A > o, C > o e E > 0, implicando que a equagao Ax4 + Cx z + E = 0 
nao possua raizes reais, pois e uma equagao biquadrada com todos os 
coeficiente reais e estritamente positivos. 

Resumindo, a equagao possui exatamente 5 raizes reais se fizermos 
a 2 = - ai e a^ = - a 3 , (ai e a 3 numeros reais distintos nao-nulos) e se a 5 , 
a6, a 7 , as, a 9 e a i0 forem todos numeros reais positivos. 

42) 

Pelo enunciado P(Q(- 22)) = o, P(Q(7)) = o e P(Q(i3)) = 0. 

Sejam Xi e x 2 as duas raizes de P(x), ou seja, P(xO = o e P(x 2 ) = o. 

Seja r a quarta raiz de P(Q(x)) = o. 

Portanto, temos 7 possibilidades: 

i) Q(- 22) = Q(7) = Q(i3) = x, 

Construindo a equagao do 22 grau R(x) = Q(x) - Xi, temos que 
R(- 22) = R(7) = R(i3) = o, implicando que R(x) = o, V x e 9 ? => 

Q(x) = Xi, V x e 9 t, que nao e do 2 0 grau. 

ii) Q(- 22) = Q(7) = Q(r) = Xi 

Ser*-22er*7 temos novamente que Q(x) = Xi, V x e 91 , contrariando 
0 enunciado. 

iii) Q( 7 ) = Q(i 3 ) = 0(r) = x, 

Se r * 7 e r * 13 temos novamente que Q(x) = Xi, V x e 91 , contrariando o 
enunciado. 

iv) Q(- 22) = Q(i3) = Q(r) = x t 

Se r ^ - 22 e r 13 temos novamente que Q(x) = Xi, V x e 91 , 
contrariando o enunciado. 

v) Q(— 22) = Q(7) = Xi e Q(i3) = Q(r) = x 2 

Construindo a equagao do 22 grau R(x) = Q(x) - xi, temos que 
R(- 22) = R(7) = o => R(x) = ki(x + 22)(x - 7) => 

Q(x) = ki(x + 22)(x - 7) + Xi 

Q(i3) = x 2 => x 2 = ki(i3 + 22)(i3 - 7) + x, => x 2 - xi = 2iol<i 

Q(r) = x 2 => x 2 = ki(r + 22)(r - 7) + x, => 2ioki = ki(r 2 + isr - 154) => 

r 2 + isr - 364 = 0 => r = 13 ou r = - 28 

vi) Q(7) = Q(i3) = xi e Q(- 22) = Q(r) = x 2 

Construindo a equagao do 22 grau R(x) = Q(x) - x,, temos que 
R( 7 ) = Rd 3 ) = 0 => R(x) = ki(x - 7)(x - 13) => 

Q(x) = ki(x - 7)(x - 13) + x, 
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Q(— 22) = x 2 => x 2 = ki(- 22 - 7)(- 22 - 13) + Xi => x 2 - x, = lOiski 
Q(r) = x 2 => x 2 = ki(r - 7)(r -13) + Xi => 1015k! = ki(r 2 - 2or + 91) => 
r 2 - 20r - 924 = 0 => r = - 22 ou r = 42 

vii) Q(- 22) = Q(i3) = x, e Q(7) = Q(r) = x 2 

Construindo a equagao do 22 grau R(x) = Q(x) - Xi, temos que 

R(— 22) = R(i3) = 0 => R(x) = ki(x + 22)(x - 13) 

Q(x) = kj(x + 22)(X - 13) + Xi 

Q(7) = x 2 => x 2 = ki (7 + 22)(7 - 13) + x, => x 2 - Xi = - i 74 ki 

Q(r) = x 2 => x 2 = ki(r + 22)(r -13) + Xi - i74ki = ki(r 2 + gr - 286) => 

r 2 + 9r - 112 = 0 => r = 7 ou r = - 16 

Desta forma, a quarta raiz da equagao P(Q(x)) = o pode ser qualquer urn 
dos valores: x = {- 22, 7,13, - 28, 42, -16} 


10.2. PARTE B 

1) Dica: Perceba que cada raiz Xi de x® + x s + x? + ... + x + 1 satisfaz Xi 10 = 
1, com Xi * l. 

2) Dica: Mostre que os dois polinomios possuem as mesmas raizes. 

3) Dica: Demonstre que p(x) | q(x 2 ). 

4) P(x) = (x 2 + 1) 2 + 1. Dica: Demonstre que P(x) = F(x) - [(x 2 + 1) 2 + 1] 
possui infinitas raizes. 

5) P(x) = (x - i)(x - 2)(x - 4)(x - 8)q(x). Dica: Substitua valores de x que 
zeram a equagao. 

6) Dica: Se p(x) = x nao possui solugao real entao p(x) > x ou p(x) < x. 

7) a = -ieb = -2 ou a = 2eb = -i4 



e — 53 /—— (multiplicidade 2 ) 


9) a) k = 2; b) n deixa resto 2 na divisao por 3. 

10) Dica: Use as relagoes de Girard. 
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11) Dica: Mostre que se P(a) = b e P(b) = c entao a - b | b - c. 

12) Dica: Use indugao finita. 

13) - 7 


14) b) 3 «/ 4 . 

15) Dica: Use a desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica. 

16) Dica: Analise o menor valor possivel do produto de 13 inteiros 
distintos. 

17) Dica: Mostre que se r, s, t sao as raizes da l a equaqao, (r + s)/2, 
(r + t)/2 e (s +1)/2 sao as raizes da 2 a equagao. 

18) (99, 9), (80,10), (90,12), (88,12). Dica: Use as relagoes de Girard. 

19) Dica: Use a desigualdade entre as medias aritmetica e geometrica. 

20) 2011, - 2009, 2013, - 2011, 3 ou - l. Dica: Analise a equagao 
(x - l)(x - r)i?(x) = -2011 

21) Dica: Relagoes de Girard. 

22) Todas as raizes sao iguais a - 1. 

23) Dica: Relacione a, b, c e d em fungao de P(i), P(- 1), P(o), P(i/2) e 

PC- 1/2). 

24) a = 170. 

25) P 2 = 2q + 2 r + 1. Dica: Use 0 fato que, se A, B e C sao angulos de um 
triangulo, cos 2 A + cos 2 B + cos 2 C + 2 .cos A.cos B.cos C = 1. 

26) 3338 

27) Dica: Prove que c e a raiz comum das equagoes. 

28) Dica: Fatore P(xi 3 ) - P(x 2 3 ). 

29) Dica. Use redugao ao absurdo. 
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30) Dica: Suponha que exista n tal que Q(P(n)) = 1 e chegue a conclusao 
que Q(2m) e impar. 

31) Dica. Aplique a desigualdade de Cauchy. 

32) Dica: Substitua a na equagao e mostre que 3 < a 6 < 4. 

33) Dica: Mostre que G(x) nao e divisivel por nenhum polinomio da 
forma x n - a, com i<n<4ea = + ioua = + 2. 

34) Dica: Prove que 41 | p(a + 41m) e 49 | p(b + 49n), m e n 6 Z. 

35) Dica: Veja a solugao do problema resolvido 7. 
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SEQUEN Cl AS 


ll.l. PARTE A 
i) 

t) =» ^rM) 3 " - 

3 155 -1 
a iS 5 = “ 

Como 3s = 243 = 11.12 + 1 => 35 = 1 (mod. 11) => 
3»s5 = 1 (mod. 11) => 111 ai 55 



3(5)31 = i3i (mod. 11) => 


2 ) 

Racionalizando temos: 

1 (n + i)x/n-Wn + i _ (n + i)Vn-nVn + i 

n (n + i)Vn +nVn + i (n + i)Vn-rWn + i n(n 2 +2n + i)-(n+i)n 2 
_ (n + i) 4 ri - nVn + 1 _ 1 1 

n(n + i) >/n Vn+I 

Assim: ai + a 2 + ... + a 99 = 1 - 1/10 = 0,9 


3 ) 

Multiplicando a equagao de x tt + 2 por x n * 1, temos x n + 2 x n +1 = x n + iX n - 1. 
Fazendo y n = x„ + i.x n , entao: y n +1 = y n - 1, onde 
yi = x 2 .xi = 19.97 = 1843 

Assim, como cada termo de y n e igual ao anterior menos um, temos que: 
y 2 = yi - 1, y 3 = y 2 - 1 = y! - 2, y 4 = y 3 - 1 = yi - 3 , •••» 
y„ = yi - (n -1) => y„ = 1843 - (n -1) 

Assim: yis 44 = 1843 - 1844 - 1 => y,8 44 = 0 => Xi8 4S Xi 8 44 = o => 

X1844 = o 


4 ) 

Sabe-se que uma seqiiencia dada pela recorrencia x n = a.x n - 1 + b.x n - 2 
possui termo geral dado por 

(X.-D.X,) . (».x 0 -x,) 

11 a-p a-p H 

onde a e p sao as raizes da equagao caracteristica x 2 = ax + b. 

Note que as duas sequencias possuem 0 mesmo polinomio caracteristico: 
x 2 = 4x - 1, ou seja, para as duas sequencias tem-se as mesmas raizes a e 
ptais a = 2 + ^/3 e p = 2~V3- 
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Logo, tem-se que x n 


(2 + x/3) -( 2 -V 3 ) „„ (2 + V 3 ) +(2-V3) 

- 1 - e y n =-- 

2x/3 2 


3x^+i = 3 

(2 + V3) n -(2-V3) n 

2 _ (2 + V3) 2n +(2-V3) 2n -2 

1 

ho 

oT| 

1 

1 X — 

4 

(2 + V3) 2n +(2-x/3) 2n +2 _ 

3X^+1 = 

(2+V3) n +(2-V3) n 


-t' 

4 

2 


5 ) 

1 




Fazendo b n 




1 


1 

b„ + n 


bn + i = bn + n => 


bi - b 0 = 0 
b 2 - bi = 1 
b 3 - b 2 = 2 


b„-b n -t = n-i 

Somando: b u - b 0 = n(n - i)/2 => b n = l + (n 2 - n)/2 => 

b n = (n 2 - n + 2)/2 => a = —r—-- 

n -n + 2 


6 ) 

n —> n + 1: an 2 a» - ian +1 = 1 ^ an +1 2 anan + 2 = l ^ an +1 2 

= an 2 — an - ian + 1 => an + 1 2 + an - lUn + 1 = an 2 + Unan + 2 ^ 


an + i(an +1 + an -1) = an(a n + an + 2) 


Logo: 


1 _ 

a 


ctan - an - 1 + an + 1 


an +1 — cxan ~ an - 1 


anan + 2 


7 ) 

Podemos escrever a equagao de a n da seguinte forma: 
an/an -1 — 6a n - i/an - 2 — 8an 2/an - 3 

Fazendo bn = an/an - 1 temos que: b n = 6b n - 1 - 8b n - 2, com b 2 = 2, 
b 3 = 12. 

x 2 = 6x - 8 => x 2 - 6x + 8 = o => (x - 2)(x - 4) = o => 
x=2ex = 4 => bn = A.2 n + B.2 2u 

.\b 2 = 2 => 2 = 4A + 16B .\b 3 = 12 => 12 = 8A + 64B => 
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A = — 1/2 e B = 1/4 

.\b u = 2 2n “ 2 - 2 n_1 => bn = 2 n " 1 (2 n - 1 -l) => a n = a n -i[2 n -*(2 n - 1 - 1)] 
Deste modo: a n = 2 n ( n -O/^ 11 - 1 - i)(2 n ~ 2 - i)(2 n ~3 - i)...(2 - 1) 

Seja n = 2 k .m, onde m c impar 

Notemos inicialmente que k < n < n(n - i)/2 

Como (|)(m) < m - 1 entao existe um i tal que i < m - 1 tal que m | 2' - 1, 
bastando para isso fazer i = (j)(m) 

8) 

Seja equagao a n +1 = x n +1 + y n +1 + z n +1 => 
a n + i = Xn + yn + Zn + l/x n + l/y n + l/Zn => 
a n + 1 2 = (x n + yn + Zn + l/x n + l/y n + l/Zn ) 2 => 

a n +1 2 = (x n + yn + Zn) 2 + (i/x„ + i/y n + i/z n ) 2 + 2 (x„ + y n + z n )(i/x n + i/y n + 

l/Zn) :=> 

an + 1 2 > (Xn + yn + Zn) 2 + l8 an + i 2 “ an 2 > lS 

Como ai = Xi + i/xi + yi + i/yi + Zi + i/zi => ai > 6 => ai 2 > 36 

a 2 2 - ai 2 > 18 

a 3 2 - a 2 2 > 18 

a 4 2 — a 3 2 > 18 


a n 2 ~ a n -1 2 > 18 
a n + i 2 -a n 2 > 18 

Somando temos que a n +1 2 > ai 2 + i8n => a n +1 2 > i8n + 36 => 
a 2 oo 2 ^ 3 618 a 20 o ^ 60 

x 2 oo + y2oo + z 2 oo > 60 => um dos numeros e maior que 20. 

9) 

Para n = o tem-se que u 0 = 1 < 4 0 . Para n = 1 tem-se que Ui = 3 < 4 1 . 
Suponhamos que exista k > 0 tal que u 0 < 4°, Ui < 4 1 , u 2 < 4 2 ,uu < 4 k . 

Uk + i = 2ui< + 7 ui<-i < 2.4 k + 7.4 k_1 = 8 . 4 k ~ 1 + 74 k " 1 = I 5 . 4 k_1 < i6.4 k ~ 1 = 

= 4 k + i. 


10) 

Inicialmente notemos que todos os termos da seqiiencia sao positivos. 

v 3 


*n+9 

10 X„ 


K | 3 
10 iox„ 


iox n iox„ 


>4,'ip-. 


xj 


10 10 X„ 10 X n 10 X„ 



Xn > 4/5 

Vamos provar agora que x n < 5/4. Observemos que x 2 = 5/4. 
Determinemos quando x n +1 < x n : 

Xn > (Xr,4 + 9 )/(lOXn) => X n 4 - 10 X n 2 + 9 < O => (Xn 2 - l)(Xn 2 “ 9)^0 => 


1 < Xn 2 < 9 => 1 < Xn < 3 
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Como x 2 = 5/4 > 1 => x 3 <x 2 = 5/4 

Se x n < 1, entao x n +1 = (x n 4 + 9)/(iox n ) < (l + 9)/(iox n ) = i/x n < 5/4 

n) 

Calculemos os primeiros termos da seqiiencia x n : 

Xo = Xo, Xi = Xi, X 2 = (l + Xi)/x 0 , X 3 = (l + Xo + Xi)/x 0 Xi, X,) = (l + Xo)/Xj, 

X 5 = Xo, X6 = Xi, ... 

Notemos que depois de x 5 temos uma repetiqao, formando uma 
seqiiencia de periodo 5. 

Como 1998 = 5k + 3, temos que Xi 99 8 = x 3 = (1 + x 0 + Xi)/x 0 Xi 

12) 

Notemos que a 2 = 2 

a„ +1 = a n + i/a n 2 => a„ + i 3 = a,, 3 + 3 + 3/an 3 + i/a n 6 > a,, 3 + 3 => 
an + 1 3 ” an 3 > 3 

Notemos que a 2 = 2, ou seja, a 2 3 - a t 3 = 7 

a 2 3 — ai3 = 7 
a 3 3 — a 2 3 >3 * 

a 4 3 — a 3 3 > 3 


an 3 — an -1 3 > 3 

an +1 3 — an 3 > 3 

Somando temos que a n +1 3 > 3 n + 4 => a 90 oo 3 > 27001 => a 90 oo > 3 ° 

13) 

Calculemos alguns termos da seqiiencia: 
ai = 2 3 e a 2 = 2.3 2 

a 3 = a 2 .ai = 24 32 a 4 = a 3 .a 2 = 25.34 a 5 = a 4 .a 3 = 29.36 a 6 = as.a4 = 2^.310 
a 7 = a6.a 5 = 2 2 3.3 l6 

Notemos que os expoentes de 3 sempre sao pares, e os expoentes de 2 sao 
pares quando n e multiplo de 3. 

Assim, pode-se esperar que a 3 k (k = 1, 2, 3,...) seja sempre um quadrado 
perfeito. 

Os expoentes de 2 formam a seguinte seqiiencia: 4, 5, 9,14, 23, 37, 
formando a seqiiencia recursiva: b n +1 = bn + b n -1 n > 4 
Provemos por indugao que bn e par se e somente se n = 3k: 

i) vale para k = 1, pois b 3 = 4, b 4 = 5 e b 5 = 9 

ii) Suponhamos que seja valido para os inteiros entre 1 e k, ou seja, que 
b 3 k e par, b 3 k-1 e impar e b 3 u- 2 e impar 

hi) Provemos para k + 1: 

b 3 k +1 = b 3 k + b 3 k -1 e impar pois e soma de um numero par e um impar 
b 3 k + 2 = b 3 k +1 + b 3 k e impar pois e soma de um numero par e um impar 
b 3k + 3 = b 3 k + 2 + b 3 k +1 e par pois e soma de dois numeros impares 


155 




















Tecnicas em Olimpiadas tie Matern#tic a - Seauencias - Solucoes 


14 ) 

a) Suponha, por absurdo, que |ai| > 1. 

A sequencia recorrente a n +1 = 2aia n - a n -1 possui equagao caracteristica 
x 2 = 2aiX - 1, cujas raizes sao x l = a. 1 +- s ja.*-i e x 2 = a x -yja* -1. 

Como |ai| > 1 entao Xi e x 2 sao numeros reais tais que x x > 0 e x 2 > o. 
Assim, o termo geral e dado por a n = Ax" + Bx" => 

a n = A (ai+V a i a -i) +B ( a l-^/^-l) 

Fazendo n = o: A + B = o 
Fazendo n = 1: A + B = 1 


Assim, segue que A = B = 1/2 


(a,+>/aFi) 

a _- 


a n > 0, para todo n > o. 

Isto contradiz 0 fato de que a 499 = o. Logo, conclui-se que |ai[ < 1. 
b) Se ai = 1 entao a n = 1, n > o, ou seja, a J99 6 = 1. 

Se |ai| < 1 entao Xi e x 2 sao numeros complexos conjugados de modulo 
igual a 1: Xi = cos 0 + i.sen 0 e x 2 = cos 0 - i.sen 0 


x + x 

Assim: a„ = —-- 


cos(nO) + i.sen(n 0 ) + cos(n 0 ) - i.sen(n 0 ) 


"2 2 

Como a 499 = 0 entao cos(4990) = o 

19960 = ± 27 i + 8k7i => cos(i9960) = cos (± 2 n + 8kji) 


= cos(n0) 


4990 = ±—+ 2ki[ 
2 


a i99 o — 1 


15 ) 

Fazendo x n = l/a n tem-se que x n - x n - 1 = 2n => x n - Xi = (2 + n)(n — 1) => 
x n -2 = n 2 -n-2 => x n = (n - i)n => i/a n = (n - i)n => 
a n = i/(n - 1) - l/n => ai + a 2 + ... + a i99 8 = 1/2 - 1/1997 


16) 

A sequencia a n = 3a n - 1 - 2a n - 2 possui como equagao caracteristica 
x 2 - 3x + 2 = o => Xi = 2 ou x 2 = 1. 

Assim: a n = A.2 n + B 

Paran = o => a 0 = A + B 

Para n = l => ai = 2A + B 

Segue entao que A = ai - a 0 e B = 2a 0 - ai 

Assim: a n = (ai - a 0 )2 n + 2a 0 - ai => a n = (2 11 - 2)(ai - a 0 ) + ai 

Como a a e a 0 sao inteiros com ai > a 0 entao ai - a 0 > 1: a n > 2 n - 2 + ai => 

Uioo > 299 
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17) 

Sejam a x = x e a 2 = y. 

Entao a sequencia e dada por: ai = x, a 2 = y, a 3 = y - x, a 4 = - x, 
a 5 = -y, a6 = x- y, a 7 = x, as = y, a 9 = y-x, aio = -x, ... 

Notemos que an e uma sequencia periodica de periodo 6 e que a soma de 
todos 6 termos consecutivos e igual a o. 

Seja Sn a soma dos n primeiros termos: 

Si 997 = Si 99 s - ai 99 s = o-(x-y) = y- x = 1879 
Si8 7 9 = S1878 + ai8 79 = o + x = 1997 
Entao x = 1997 ey = 3876 

S 2 ooo = Si 99 8 + ai 999 + a 2 ooo = o + x + y = 5&73 

18) 

Un + 2 = 2Un + 1 — Un 4" 2 an + 2 an + l an + l — an 4“ 2. 

Fazendo bn = a n + i - a n => b n + i = b n + 2, combi = i 
Observe que: 
b 2 — bi — 2 

b 3 ~ b 2 — 2 * 

b 4 - b 3 = 2 


bn " bn -1 — 2 

Somando estas equagoes: b n - bi = 2n - 2 => b n = 2n - 1 => 

a n +1 - a n = 2n - 1, com ai = 1, a 2 = 2 

Note que: 

a 2 - ai = 1 

a 3 - a 2 = 3 

a 4 — a 3 - 5 


an +1 — an — 2n — 1 


Somando: a n + i - ai = n 2 => a n + i = n 2 + i => 
a n = (n - 1) 2 + 1 = n 2 - 211 + 2 

Logo: a n .a n + i = (n 2 + i)(n 2 - 2n + 2) = n 4 - 2n3 + 3n 2 - 211 + 2 = 
= (n 2 - n +1) 2 + 1 => a n a n+1 = a n2 _ n+i . 


19) 

an+1 = an + i/an (an+ 1)2 = (an + l/an)2 

(a n . + 0 2 = (a n ) 2 + 2 + (i/a n ) 2 => (a n - 0 2 - (a u ) 2 = (1/a n ) 2 + 2 

Escrevendo esta equagao para varios valores de n temos: 

a 2 2 - ai 2 = i/a , 2 + 2 

a 3 2 - a 2 2 = i/a 2 2 + 2 

a 4 2 - a 3 2 = i/a 3 2 + 2 
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a 5 2 - a 4 2 = i/a 4 2 + 2 


3n + 1 2 — a,, 2 — l/a n 2 + 2 

Somando todos os terrnos e cortando os elementos comuns: 
a n +1 2 - ai 2 = (1/ai 2 + i/a 2 2 + i/a 3 2 + ... + i/a n 2 ) + 2n => 
a n + , 2 = [(1/ai 2 + i/a 2 2 + x/a 3 2 + ... + i/a n 2 ) + a! 2 ] + 2n 
Como [(1/ai 2 + i/a 2 2 + i/a 3 2 + ... + l/an 2 ) + a, 2 ] > o ^ 
a n +1 2 > 2n => ai 99 6 2 > 2(1996) => a 199 6 > (3992) 1/2 => 

ai 99 6 >63,18 => ai 99 6 > 63 


20) 


Observemos que: ^1 + ^2+ ^3 + ... + 7*991 <20 


V 2+ V 

^3 + \l 

, 4+... + V 1 99i 

^3+yj 

'4 + M 

f5+...+7i99i 

^4+^5+^ 

^6 + ...-1-7*99* 


~ --—-- x * * 

direita da desigualdade: 
a n +1 = a n 2 - n, onde ai = 2. 

Assim, para provar a desigualdade, bastariamos ter a n > n, que vai ser 
provado por induqao: 

i) a 2 = 3 > 2 

ii) Suponhamos que a n > n, ou seja, a« > n + 1 

iii) a n + , = a „ 2 - n > (n + 1) 2 - n = n 2 + 2n + 1 - n = n 2 + n + 1 > n + 1 

Assim, podemos formar a soma: 

a 1991 > 1991 > 7*991 «■ a j 9go -1990 > 7*99* 


21) 

<ln + 1 = cln&n — 1 . ..cUa&i — 1 = Sn(8.n + l) 1 an + 1 Un + 1 — 3-n 

Escrevendo desde n = 6 ate n = 70: 
a 7 — a6 + 1 = a6 2 
as - a 7 + 1 = a 7 2 
a 9 - as + 1 = as 2 

a 7 i — a 70 ■+■ 1 = a 70 2 

Somando: a 7 i — a6 + 65 = a6 2 + a 7 2 + ... + a 70 2 = 

= ai 2 + a 2 2 + a 3 2 + a 4 2 + a 5 2 + a 6 2 + ... + a 70 2 - 55 => 

ai 2 + a 2 2 + a 3 2 + a 4 2 + a 5 2 + a& 2 + ... + a 7 o 2 = a 7 i - 119 + 120 = a 7 i + 1 = 

= a 7 oa69...a 2 ai 
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Seia U n o resto da divisao de u„ por 1986, isto e, U n = u„ (mod. 1996) 
Considere a seqiiencia de pares (U n , U n +1). Note que existem no maxi 

1986 2 pares distintos. c . 

Como a seqiiencia u„ e infinita certamente teremos pares repetidos. Seja 
(Up, Up ♦ 1) = (U q , U q ♦1) a primeira repetiqao com q > p. 

Como Up +1 = Up 2 - Up-1 => Up -1 s Up 2 - Up+1 (mod. 1986) => 

Up-, s Up 2 - Up + i (mod. 1986) 

Analogamente u q +1 = u q 2 - u q - 1 => u q -1 = U q 2 - q +1 (mo . 9 
Uq - 1 = Uq 2 - Uq + l (mod. I986) 

Sa forma^temos que!Tu?=W>, implicando que temos 
uma seqiiencia periodica, pois da ultima igualdade podemos provar que 
(U P - 2 , Up -,) = (U q - a , U q - 0 , que impbca tambem que 
riT o Uo.q) = (Ua- 3 , U q - 2 ), e assim por diante. 

Evidentemente vamos analisar a seqiiencia a partly do P rimeil '° tei . m °’ 
ou seja, p = 1, implicando que temos uma sequencia (U n , U n + d 

Como u 3 q = 1986 o = U 3 = U 3 + k( q - 0, OU seja, 1986 divide todos os 
termos u 3 + k(q -1) para todo k inteii o. 

Temos que 2ka,< - (2k - 3 ^-, = ° => 2kak " 2(k “ l)ak - 1 = _ak “‘ 

2.2. a 2 - 2.i.a, = - a, 

2.3. a 3 - 2.2.a 2 = - a 2 

2.4. a 4 - 2.3.a 3 = - a 3 

2.5. a 5 - 2.4.a 4 = - a 4 


2.n.a n - 2.(n - i).a n -1 = - a n -1 

2.(n + i).a n +1 - 2.n.a„ = - a n , 

Somando: - S = 2(n + i)a„ + , - 2a, => S = 2a, - 2(n + i)a„ + 1 => 

S = 1 - 2(n + i)a n + 1 => S < 1 

Suponhamos, inicialmente, que cada a\ (o < i ^ 2000)^e diferente de o, 
uma vez que se para algum i tenhamos ai = o => a i + ,-o => 

a i + 2 = o ==>... => a 2 ooo = o. 

Escrevendo a expressao dada para n-ien(i<n< 2000) temos: 
a,3 + a 2 3 + ... + a,,-, 3 = (a, + a 2 + ... + a.,-0 2 
a, 3 + a 2 3 + ... + a n -1 3 + a,, 3 = (a, + a 2 + ... + a n -1 + a n ) 2 
Subtraindo, obtemos: 
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&n 3 = (ai + a2 + ... + cln-i + cln ) 2 — (cli + a 2 + ... + Un -1 ) 2 => 

3 .n^ = 3 .n( 23 .i + 2 a 2 + ... + 23 .n — 1 + an) 

a n 2 = 2ai + 2a 2 + ... + 2a n -1 + a n (1) 

Escrevendo (l) para n - l temos que: 
an -1 2 = 2ai + 2a 2 + ... + 2an - 2 + an -1 (2) 

Subtraindo (1) de (2) obtemos: 

an 2 - an - 1 2 = an -1 + an => (an — an - i)(an + an - 1) = an + an - 1 => 

a n = a n -i + 1 que e uma progressao aritmetica de razao igual a 1. 

Para n = 1 temos que: ai 3 = ai 2 => ai = o ou ai = 1. 

Como ja analisamos o caso em que a A = o, se ai = 1: 

a n = ai + (n - i)r => a n = 1 + (n - i)(i) => a„ = n (1 < n < 2000) 

implicando que cada termo de a n seja inteiro. 


25) 

A equagao caracteristica ex 2 - 14 X + 1 = 0, com raizes 
7 ± 4 V 3 =( 2± V 3 ) 2 . 

Assim, o termo geral e a, - 


Desenvolvendo obtem-se: 2a, 


(V^+Vs) 211 ' 1 


Alem disso, as duas expressoes entre parenteses podem ser escritas como 


(2 + ^T 


= 2 


fc^3+ir n ~^ 

2 

e(2-Vi) 2n - 1 =2 

f -s 

Wl 

1 

5 I— 1 

to 

3 

CM 


2 J 


Assim: 2a n -i = 


(V3+1 -if 

2 n 


26) 

Desde que a 3 = 70 e a 4 = 180 tem-se que 1 + 5a 3 a 4 = 63001 = 251 2 . 

Vamos mosntrar que n = 3 e a unica solugao. 

Sejam a = 1+ ^ e p= 1 — e seja F„ a sequencia de Fibonacci, dada 
2 2 


por F n = 


a n -p n 

sTs 


para n = o, 1, 2,... 


Como as solugoes da equagao caracteristica x 2 - 3x + 1 = o sao a 2 e P 2 a 

sequencia a n e dada por: 

a n = iop 2 a 2n + ioa 2 P 2n = io(a 2n " 2 + p 2 "- 2 ) 

Logo, conclui-se que 1 + 5a n a n + i = 501 + ( 5 OF 2n - 0 2 
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Supondo que 1 + 5a n an +1 = k 2 : 501 = (k — 5oF 2n - 0 (k + 50F 2n - 0 

k 50F 2n _, - 3 2 ^p 2n _ i _ ^ 1( q Ue 4 impossivel 

k + 50F 2n _ 1 = 167 

k - 5oF 2n _j = 1 


i) 

ii) 


k+50F 2n _j =501 


F 2 n-i —5 n — 3 - 


11.2. PARTE B 

1) [7.2“- 1 + (- i ) n ]/3 

2) Dica: Mostre que cxistem dois numeros consecutivos da sequencia de 
Fibonacci que deixam o mesmo resto na divisao por io n . 

3) Dica: Faga x n = tg y n e mostre que x n +1 = x„ t- 6. 

4) Dica: ReescrcVa a equagao da forma (a,, + 1 - 2a n ) 2 - 3a,, 2 = - 2 e 
analise como equagao de Pell. 

5) 8. Dica: Separe a soma em duas somas de PG. 

6) k = 2000, 1000, 500, 400, 200, 100. Dica: Demonstre que a 
sequencia e periodica. 

7) Dica: Analise 0 resto da divisao por 4 dos termos, encontrando um 
periodo. 

8 ) 6984. Dica: Demonstre que a n = a n + 20 

9) Dica: Analise a sequencia modulo 8. 

10) 108. Dica: Prove que a„ = 5 C 5 " + 2 + 2(- l) n - 3]/6 e depois use o 
teorema de Euler. 

11) - 1. Dica: Mostre que a sequencia e periodica. 

12) Dica: Prove que x,i = 365 (mod. 1987) e yn = 16 (mod. 1987) 

13) Dica: Prove, por indugao, que a n termine em 2 n 9*s. 

14) Dica: Determine an e depois expanda em binomio de Newton as duas 
parcelas irracionais. 
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15) Dica: Mostre que os restos da divisao por 4 dos termos da sequencia 
sao 1, 2, 3,1, 2, 3, l, 2, 3> •** 


16) Dica: Demonstre, por indugao, que a n = n 2 . 

17) Dica: Mostre que a n e igual a um numero binomial. 

18) Se n par f(n) = 1 e se n impar f(n) = n. Dica: Use indugao. 

19) Dica: Use indugao. 

20) Dica: Veja a solugao do exercicio proposto 25 da parte A. 

21) Dica: Demonstre que — 0 -— = —2±2-— c depois determine x n . 

y y 

■^n+i n+3 

22) a n = 3.2" - 1 + n(n - i)2 n - 2 - n - 1. Dica: Demonstre que e 
equivalente a a n 14 — 7a n +3 + i8a n + 2 — 20a,, +1 + 8a„ = o. 


23) Dica: Demonstre que a n 
que a n | a 3n +1. 


(Ti + i) 2n+1 + (V3 ~ 1 ) 2 ' 

2 n+1 V3 


e depois prove 
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TRIGON OMETRIA 


12 . 1 . PARTE A 


1 ) 

cos x = cos y => X = ±y + 2kn 
sen x = — sen y => sen x = sen (— y) => 
x = - y + 2 kn ou x = n + y + 2kn 
Assim, existem dois casos a considerar: 

i) x = - y + 2 I 01 => 1994 x = “ 1994Y + 2 k’n => 

sen 1994 X = ~ sen X 994Y 

ii) y + 2k k = 71 + y + 2 k’ n, que e impossivel 


2) 

Como sen i8°= ——- 
4 


V f 
+ 




75-1 

. 4 J v 

_ (3-75)(3+75) 9~5_4__I 

32 32 32 8 


: + i 


(6-2S) 

(S + 3 ) 

16 J 

^ 4 J 


3 ) 

Seja g(x) = sen (x 2 ). ^ 

Suponhamos que g possua periodo p: g(x) = g(x + p) — g(x pj => 
sen (x 2 + p 2 + 2px) = sen (x 2 + p 2 - 2px) => 
sen (x 2 + p 2 + 2px) - sen (x 2 + p 2 - 2px) = o => 

2.cos (p 2 + x 2 ).sen (2px) = 0, para todo x e IR 

Assim, a igualdade acima somente e valida para p = o, implicando que g 
nao e periodica. 


4 ) 

Solugao: 

. x 

arc tg 


x + l 


■11 . f 2X-1 

+ arc tg 


= arCtg l ft 

2 x+ij V36 


B = C - A 


tg B = 


tg C-tg A 
1 + tgC.tg A 


2X — 1 
2X + 1 


23 

36 


X —1 
X + l 


1 + 


23 x-1 
36 x + l 
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23 (x + i)- 36 (x-i) 

2 x— i _ 23X+23-36X + 36 59-13X 

2x + i 36(x+i) + 23(x-i) 36X + 36 + 23X-23 13 + 59X 

(2X - 1)(13 + 59x) = (2X + 1)(59 - 13X) => 

n8x 2 + 33X - 13 = - 26 x 2 + 105X + 59 => 144X 2 - 72X + 18 = o => 

8x 2 - 4X + 1 = o => A < o => nao existe x real que satisfaga a equagao. 


5 ) 

Fazendotgx = ttem-seque tgx + cotx = t+i = 


t 2 + i 


tg x + cot x > 2 ou tg x + cot x < - 2 => sen nx > 1 ou sen nx < -1 

Como -1 < sen nx < 1 tem-se que sen nx = ± 1 => 

Tt , K klT f v 

nx = — + krc => x = — + — (1) 

2 2n n 

Porem, deve-se ter tg x = + 1 => x = — + — (2) 

4 2 

Logo, observando as equagoes (1) e (2) conclui-se que n = 2. 


6 ) 

tg 2 2X + 2.tg 2X.tg 3X = 
1 — tg 2 2X 


tg 3 x = • 


2.tg 2X 


tg 3x = tg| --4X 


i) 3x = — 4X + 2krc 
2 


ii) 3X = 7t+—4x + 2krr 
2 


1 => 2.tg 2 x.tg 3 X = l - tg 2 2X => 

tg 3x = —-— => tg 3X = cot 4X => 
tg 4 X 


71 2k7l , 

x =—+-, k e Z 

14 7 

37 t 21 ot . _ 

=> x= —+-, k 6 Z 

14 7 


7 ) 


Substituindo cosx = ±^ 1+C ° S2X -: a ^ + cos2x j ±b ^T +cos2x 

a 2 cos 2 2x + (2a 2 + 4ac - 2b 2 )cos 2x + a 2 + 4ac + 4c 2 - 2b 2 = 0 
Para a = 4, b = 2ec = -i segue que: 

4.cos 2 x + 2.cos x - 1 = o e 4(4.cos 2 2X + 2.cos 2 x - 1) = o 
ou seja, as equagoes sao equivalentes. 


+ c = o 


=> 


8 ) 
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Considere a equagao cos 3x = cos 2x. 

i) 3 X = 2 X + 2 kjt => X = 2 lt 7 l 

. 2 k 7 i 

ii) 3X = - 2x + 2k7i => x =- 

5 

cos 3 x = cos 2 X => 4.cos3x-3.cosx = 2.cos 2 x-i => 

4.COS3 x - 2.C0S 2 X - 3.COS X + 1 = o => 

(cos X - l)(4-COS 2 X + 2 .C 0 S X - 1) = o , 

Fazendo cos x = t segue-se que cos o, cos 72 0 e cos 144 0 sao raizes da 
equagao (t - i)(4.t 2 + 2.t - 1) = 0, ou seja, cos 72° e cos 144° sao raizes da 
equagao 4.t 2 + 2.t - l = 0 

9 ) 

a) cos(4a) = cos(3a) <=> 4« = 3« + ^kn ou 4 a = -3 a + 2 kn <=> a = 2 kn ou 

a logo i,cos—,cos^, cos — sao as raizes dessa equagao. 

7 7 7 7 

Por outro lado temos que cos (4a) = 8-cos 4 a - 8 -cos-«+1 e 

cos( 3 «) = 4-cos 3 a -3’cos a. Faga cos a: = t. Dai temos que 

cos(4a) = cos(3a) <=> (t — i)(8t 3 + 4t 2 — 4t — 1) = 8t* — 4 t 3 — 8t 2 + 3t + l = o_ 
Assim, a equagao 8D + 4t 2 - 4t - 1 = o tern como solugoes 

2 n An 6 n 
cos—,cos—,cos—. 

Ill 


Como x, y, z > 0 entao os 4 termos do lado esquerdo da igualdade 
fornecida sao todos menores que 1. 

Particularmente tem-se 0 < y 2 , z 2 < 1 (1) 

X 2 + y2 + 2 2 + 2xyz =1 => x 2 + ( 2yz)x + y 2 + z 2 — 1 = 0 => 

x g - 2 y g+ AyV - 4(y 2 +z 2 - 1 ) = _ yz+ j (1 _ y 2 )(1 - z 2 ) (2) 

2 

Do resultado (1) segue que existem arcos B/2 e C/2 tais que y = sen (B/2) 
e z = sen (B/2), com o < B/2, C/2 < 90°: 

Assim, substituindo no resultado (2): 

x = - sen (B/2).sen (C/2) + cos (B/2).cos (C/2) = cos (B/2 + C/2) 

Como x > o entao cos (B/2 + C/2) > 0 => o < B/2 + C/2 < k /2 => 
o < B + C < 180 0 

Assim, existe um angulo A tal que sen (A/2) = cos (B/2 + C/2) ;=> 
90°-A/2 = B/2 + C/2 => A + B + C = 180 0 

11) 

cos A + cos B + cos C = 
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2.cos(A/2 + B/ 2 ).C 0 S (A /2 - B/2) + l - 2.sen 2 (C/ 2 ) = 

= l + 2.sen (C/2).cos (A/2 - B/2) - 2.sen 2 (C/2) = 

= l + 2.sen (C/2)[cos (A/2 - B/2) - cos (A/2 + B/2)] = 

= 1 + 2.sen (A/2).sen (B/2).sen (C/2) 

12) 

Percebemos que 1 - 4y 2 > o =» 4y 2 <1 - 1 < 2y < 1 

Podemos fazer, entao, 2y = sen A 

Como x e um numero real, podemos fazer x = tg B. 

Aplicando na equagao: (1 + tg 2 B) = tgB^Vi - sen 2 A - lj => 

(sen A)(i + tg 2 B) = 2.tgB.( | cos A | -1) => 

(sen A).tg 2 B + 2(1 - |cos A|).tg B + sen A = o 
Resolvendo esta equagao de 2 ° grau em tg B: 

- 81 cos A | +4 cos 2 A - 4 sen 2 A 
2 sen A 

- 81 cos A | +4 cos 2 A + 4 cos 2 A - 4 
2 sen A 

| cos A | -1 + yj 2(cos 2 A- 1 cos A |) 
tgB= - 

Desde que para 0 < A < 2 n temos cos 2 A < |cos A|, entao a unica 

possibilidade e cos 2 A= |cos A|, ou seja, cosA = o ou cosA=i oucosA 

= -1. 

Note que se cos A = 1 ou - 1 => sen A = o => tg B = 0/0, que e uma 
indeterminagao. 

Se cos A = o, temos duas possibilidades: 

i) sen A = 1 => tg B = - 1 => xy = (sen A)(tg B)/2 = - 1/2; 

ii) sen A = - l => tgB = i => xy = (sen A)(tg B)/2 = - 1/2. 

Assim, sempre teremos xy = - 1/2. 

13 ) 

sen(i°) _ sen[(n + i)-n] 
cos(n).cos(n +1) cos(n).cos(n +1) 

= sen(n + l).cos(n) - sen(n). cos(n +1) = 

cos(n).cos(n + i) 8 8 


tgC 2 lcosA|- 2 ±V 4 

t c 2 |cosA|-2 + V4 
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Logo: 


1 
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cos 0° COS 1 ° COS 1° COS 2 ° cos 88 ° cos 89 

tgi Q -tgo Q +tg2 0 -tgi Q +.-. + tg 89 °-tg 88 Q _ tg 89 Q -tgo° _ cosi 
=— senl o seni 0 sen 2 i° 


S 4 = 2 .sen 2° + 4.sen 4 ° + ... + I76.sen 176° + I78.sen 178° + i8o.sen 180 0 
Como sen x = sen (180° - x) e sen 180° = 0: 

S = 2.sen 178° + 4-sen 176° + ... + 4-sen 176° + 2.sen 178 
Somando: 

2S = i8o(sen 2 0 + sen 4 0 + ... + sen 176° + sen 178°) => 

S.sen i° = 90(sen 2°.sen i° + sen 4°.sen i° + + sen 176°.sen i° + sen i 7 8°.sen i°) 

S.sen i°=45(cos l°- cos 3° + cos 3° - cos 5° + - + cos l 75 ° - cos l 77 ° + cos l 77 ° - cos i 79 °) => 

S.sen i° = 45(cos i° - cos 179 0 ) = 45(cos 1° + cos i°) => 

5 

S.sen 1° = 90.cos 1° => — = cot i° 

90 


15 ) 

Suponhamos que tc/ 2 > a > b > o 
sen 2 a + sen 2 b = sen (a + b) => 
sen 2 a + sen 2 b = sen a.cos b + sen b.cos a 
sen a(sen a - cos b) = sen b(cos a - sen b) 

r ( k 


sen a 


sen a-sen 


--b 


= sen b 



sen^-aj-senb 

. f n a+b 
=2.senb.sen- 

U 2 


,cos 


71 a-b 

U 2 


Note que a = - (3 => 

Como 0 + y = 71/2 =: 

( a+b 71 
Assim: sen| - 


sen 


+ b re ^ f 71 a + 1 

-= -sen- 


u 


(71 a-b 
cos- 

U 2 


/a-b 

= sen -+ — 

V 2 4 J 


sen a.cos 


a-b 71 


V 2 4. _ 

Logo, existem duas possibilidades: 

^a + b 7 t 


2 + 4 j 


+sen b.sen 


a-b 


71 

2 + 4 


= 0 


i) sen 


ii) sen a. cos 




u n 

a + b= — 
2 


—-+-j+sen b.sen| 


2 4) 
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~ , -l a-b 7i n a-b n n 

Como 7 i/ 2 >a>b >0 segue que o<-<— => — <-+ — < — 

24 4242 


a-b n^] , 

-+ — H-sen b.sen 


Assim, nunca teremos sen a. cos 

' 2 4) 

zero, uma vez que todos os termos sao estritamente positivos. 

Portanto, a unica possibilidade e a + b = —. 

2 


a-b tt | . , 

-+ — igual; 

2 4) 


16) 

P = |sen x + cos x + tg x + cot x + sec x + cossec x| = 

senx cosx 1 1 

senx + cos x +-+-+-+- 


cosx senx senx cosx 
senx.cos x(senx + cos x) + sen 2 x + cos 2 x + senx + cos x 


senx. cosx 


1 + (14- senx. cos x)(senx + cos x) 


2 + (2 + 2.senx. cos x)(senx 4- cos x) 


senx. cosx 

Sabe-se que (sen x + cos x ) 2 = 1 + 2.sen x.cos x 
Logo, fazendo sen x + cos x = t: 


2 .senx.cosx 


P = 

P = 


2 + (2 + 1 2 -i)t 


t 2 


t-i +-+ 1 

t-i 


2 +1 + 1 3 


(t + l)(t 2 -t + 2 ) 




t 2 — t + 2 


t -1 


t + - 


t -1 


Se t - 1 > o pode-se aplicar a desigualdade entre as medias aritmetica e 
geometrical 

t —H— 2a (t — l)——— > 2V2 i=> P>l + 2>/2 


t -1 


t -1 


Analogamente, se t - 1 < o, segue que: 


t-l+— <-2^2 
t -1 


t + - 


t -1 


>2a/2 


Assim: P = 

2 


2 


t-l +-+1 

> 

t +- 

-l 


t-i 


t-i 



> 2 ^ 2 - 


Logo, 0 valor mmimo de |sen x + cos x + tg x + cot x + sec x + cossec x| e 
2V2 -1. 


17 ) 

COS 3 3 X + COS 3 5 X = 8 .COS 3 4X.COS3 x => 

(cos 3X + cos 5x)(cos 2 3X - cos 3 x.cos 5X + cos 2 5x) = 8.cos 3 4 X.COS 3 x => 
2.cos 4 x.cos x.(cos 2 3X - cos 3x.cos 5X + cos 2 5x) = 8 .cos 3 4x.cos3 x 


_ Ttcnicas em OHmmad as de Mate malic a - Trigonometria-Somdes 

Assim, se cos 4x.cos x = o a equa^ao e satisfeita: 

i) cos 4x.cos x = o => x = ± 22,5° + 90°.k =^> x - 112,5° ou x = 157,5° 
Para cos 4x.cos x * 0 a equagao fica da forma: 

cos 2 3x - cos 3x.cos sx + cos 2 5X = 4.COS 2 4X.COS 2 x => 

cos 2 3x - cos 3x.cos 5x + cos 2 5x = (cos 5x + cos 3x) 2 => 

cos 2 3x - cos 3x.cos 5x + cos 2 5x = cos 2 5x + 2.cos sx.cos 3x + cos 2 3X => 

cos 3x.cos 5x = o 

ii) cos 3x = 0 => x = ± 30° + I20°.k => x = 150° 

iii) cos 5x = o => x = ± 18° + 72°.k => x = 126° oux= 162° oux = 198° 
Assim, a soma de todos os x que satisfazem o enunciado e: 

112,5° + 157,5° + 150° + 126° + 162° + 198° = 906° 


18) 

Sabe-se que as raizes da equagao x? - 1 = o sao da forma: 

X = cos—+i.sen—, com k = o, l, 2 , 3, 4 . 5 , 6 
7 7 

Como a soma das .raizes desta equaqao e igual a 0: 

cos o + cos 271/7 + cos 471/7 + cos 671/7 + cos 87c/7 + cos 1071/7 + cos 1271/7 = 0 => 

1 + cos 271/7 “ cos 371/7 - cos 71/7 - cos 71/7 - cos 3 tc /7 + cos 271/7 = 0 =^> 

2(cos 71/7 - cos 271/7 + cos 371/7) = 1 => cos 71/7 - cos 271/7 + cos 3^/7 = x / 2 

19) T 

Sabe-se que cos 3x = 4COS3 x - 3cos x. Logo, 
cos 3x + cos 3y + cos 3% = o => 

4(cos3 x + cos 3 y + cos 3 z) — 3 (cos x + cos y + cos z) = o => 
cos 3 x + cos 3 y + cos 3 z = o 

Da fatoragao a 3 + b 3 + c 3 - 3abc = (a + b + c)(a 2 + b 2 + c 2 - ab - be - ac), 
fazendo a = cos x, b = cos y e c = cos z segue que cos x.cos y.cos z = 0. 
Suponhamos que cos z = o => cosy = -cosx => cos 2x = cos 2y 
Por outro lado, se cos z = o entao cos 2 z = — 1. 

Assim: cos 2 x.cos 2y.cos 2 z = - cos 2 2x < 0 


20) 

Seja z = cos 0 + i.sen 0 

i) (cos 0 + i.sen 0) 5 = cos 5O + i.sen 5O 

cos 50 = 


f 5 l 

cos 5 0- 

cos 3 0.sen 2 0 + 

f 5 ) 

W 

l 2 J 

1 

U; 


icos0.sen 4 0 


C os50 = cossG - iocos 3 0(i - cos 2 0) + 5cos0(i - cos 2 0) 2 => 

COS 50 = COS 50 - 1 OCOS 30 + 1 OCOS 50 + 5 COS 0 - 1 OCOS 30 + 5 COS 50 
cos 50 = 16.cos 3 0 - 20.COS 3 0 + 5.cos 0 (1) 
ii) (cos 0 + i.sen 0)7 = cos 70 + i.sen 70 
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(n\ (n\ Cy'] 

cos 70 = cos 7 0- cos 5 0.sen 2 0+ cos 3 0.sen 4 0- cos0.sen 6 0 

\4y [ 6 J 

COS70 = COS 7 0 - 21COS 5 0(l - COS 2 0) 4 - 35COS30(l - COS 2 0 ) 2 - 7COS0(l - COS 2 0)3 => 
COS70 = COS 7 0 - 21COS50 4 - 21COS 7 0 4- 35COS30 - 7OCOS50 + 35COS^0 - 7COS0 + 

+ 21COS30 - 21COS 5 0 + 7COS?0 => 

COS 70 = 64 .COS 7 0 - 112 X 0 S 5 0 4 * 56.COS3 0 - 7 .COS 0 ( 2 ) 

Alem disso, sabe-se que cos 30 = 4.cos3 0 - 3x0s 0 (3) 

Multiplicand© a equagao (1) por 7: 

7cos 50 = 112.cos 5 0 - 140.COS3 0 + 35x0s 0 (4) 

Somando as equagoes (2) e (4): 

cos 70 + 7x0s 50 = 64x0s 7 0 - 84xos3 0 4- 28x0s 0 (5) 

Multiplicando a equagao (3) por 21: 21x0s 30 = 84xos3 0 - 63x0s 0 (6) 

Somando as equagoes (5) e (6): 

cos 78 + 7x0s 50 + 21x0s 30 = 64x0s 7 0 - 35x0s 0 => 

64x0s 7 0 = cos 76 + 7x0s 50 + 21x0s 3G + 35x0s 0 (7) 

0 —> 0 + 271/3: 

64x0s 7 (0 + 271/ 3) = cos (70 + 271/3) + 7. cos (56 + 471/3) + 21x0s 30 + 

+ 35.COS (0 + 271/3) (8) 

0 —> 0 + 4V3: 

64x0s 7 (0 + 471/3) = cos (70 + 471/3) + 7x0s (50 + 271/3) + 21x0s 30 + 

4 -35.COS (0 4 -471/3) (9) 

Observe que, para um a qualquer: 
sen a + sen (a + 271/3) + sen (a + 471/3) = 

= sen a + sen axos 271/3 + cos a.sen 271/3 + sen axos 471/3 + cos a.sen 40/3 = 
Como cos 271/3 = cos 471/3 = - 1/2 e sen 271/3 = - sen 471/3, segue que: 
sen a + sen (a + 271/3) + sen (a + 471/3) = 0 (10) 

Assim, somando as equagoes (7), (8), (9) e aplicando (10): 

64x0s 7 0 + 64x0s 7 (0 + 271/3) + 64x0s 7 (0 + 471/3) = 63x0s 30 => 
cos 7 0 + cos 7 (0 + 271/3) + cos 7 (0 + 471/3) = (63/64)xos 30 


21) 

cos x + cosy 4 -cos z _ senx + seny + senz 
cos(x + y + z) sen(x + y + z) 

sen(x 4- y + z)xos x 4 - sen(x 4 - y 4 - z)xosy 4 - sen(x 4 - y 4 - z)xos z = 

= cos(x 4 - y + z).sen x 4- cos(x + y + z).sen y 4- cos(x + y 4- z).sen x => 
sen(x 4- y) 4- sen(x 4 - z) 4* sen(y 4- z) = 0 
Note agora que: 

cosx _ cos[(x4-y 4-z)-(y 4-z)] _ 
cos(x + y 4- z) cos(x 4 - y 4 - z) 
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cos(x 4- y 4- z)xos(y 4- z) - sen(x 4- y 4- z)sen(y + z) 
cos(x 4 -y 4 -z) 

= cos(y 4-z) - cot(x + y + z).sen(y 4- z) (1) 
Analogamente, pode-se demonstrar que: 

--= cos(x4- z)-cot(x4-y + z).sen(x4-z) (2) 

cos(x 4 -y 4 -z) 

--= cos(x + y) - cot(x + y 4- z).sen(x + y) (3) 

cos(x 4- y 4- z) 

Somando as expressoes (1), (2) e (3): 
a = cos(x 4 - y) 4- cos(x 4* z) 4- cos(y 4- z) - 
- cot(x 4- y 4- z)[ sen(x 4- y) 4- sen(x 4- z) 4- sen(y 4- z)] => 
cos(x 4- y) 4- cos(x 4- z) 4 - cos(y 4- z) = a 


12.2. PARTE B 

1) 30°. Dica: Eleve as duas equagoes ao quadrado e depois adicione as 
duas. 

2 ) x = kn ou x = ± 7t/3 4- k;r 

3) 57i. Dica: Note que as raizes sao reciprocas. 

’«/2.sen(k+45 0 ) 

4) 23. Dica: Prove que i + tg(k) =-- 

5 ) — 

2 999 

6) Dica: Some sen A + sen B e faga sen C = sen (A + B) = 2.sen (A + 
B)/2.cos (A 4- B)/2. 

7) cos (sen (sen (sen (...(sen (cos 1)))...))) 

8 ) Dica: A partir da expressao de tg 70 determine o polinomio de grau 3 
cujas raizes sejam tg 2 71/7, tg 2 271/7 e tg 2 371/7 

9) Dica: Demonstre que sen (ka).sen a/2 = cos (k - i)a - cos (k 4- i)a 
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10) - 17/19. Dica: Demonstre que P = ^IRe 

k=o 



00 


Q = X IRe 

k=o 



2.sen0 + 4 
5 + 2.sen0 


2.cos0 

- e 

5+2.sen0 


11) Dica: Demonstre que sen 2 A + sen 2 B + sen 2 C = 2(1 + cos A.cos B.cos 
C) 

12) Dica: Demonstre que l/sen 2 k x = cot 2 k ~ l x - cot 2 k x 

13, S 


14) Se 11 par x = kic e se n impar x = 371/2 + 2k7t. Dica: Prove que se n > 2 
entao cos n x - sen n x < cos 2 x + sen 2 x = 1 

15) 47 

16) 251 

17) 71/6 + k71, 5tt/6 + Ictt, 7i/4 + Ictt, 71/2. Dica: Prove que cos 2 x + cos 2 2x + 
cos 2 3x - 1 = 2.cos 2 x(2.cos 2 x - i)(4.cos 2 x - 3) 

18) 71/4 <x< 771/4 

19) a) Nao existe X] b) A, > 1/8; c) X e ]o, i/8[; d) X = 1/8 

20) 71/4 e 571/4. Dica: Desenvolva ate encontrar sen i4x(cos 4x + sen 6x) 
= 2. 

21) 71/4 + krc, k g Z. 
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